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CHAPITRE I. 

ÉTUDE DES COURBES QUE L'ON PEUT TRACER 
SUR UNE SURFACE DONNÉE. 



I. — De l'indicatrice. 

Nous avons appelé indicatrice en un point M d'une surface 
la courbe semblable à la section faite dans la surface par un 
plan parallèle au plan tangent en M, mené à une distance 
infiniment petite de ce plan, le rapport de similitude étant de 
Tordre de la racine carrée de cette distance. 

Cherchons l'équation de l'indicatrice au point M d'une sur- 
face dont les coordonnées rectangulaires sont x^ y^ z. Soit 
toujours 

__ dz _ ^^ _ ^^-^ _ ^^^^ ^^^ 

P~di' ^"^' "^"d^^' ^~d^' ^""5^2' ^ 

L. — Traité d'Analyse, VII. i 



2 CHAPITRE 1. 

l'équation du plan tangent en M sera 

et l'équation d'un pian parallèle infiniment voisin 

(I) Z-.z=p{X-x)-^q{Y-y)-^h. 

L'équation de la surface peut, en vertu de la formule de 
Tavlor, se mettre sous la forme 

j Z-z=p{X-x)-^q{Y-^y) 

Son intersection par le plan(i) aura pour projection sur le 
plan des x^ y une courbe représentée par l'équation 

si l'on remplace ——r- par i, . par?) et si l'on fait tendre h 

\Jih ^ih 

vers zéro, on aura 

c'est l'équation de la projection de l'indicatrice, supposée 
placée dans le plan tangent en M. On suppose ordinairement 
le centre de l'indicatrice placé au point M; les équations de 
cette courbe sont alors 

( Z-z^.p{y.-x)-^q{X-Y\ 
^ ^ \ ir^r(X — a:)2-r-25(X--ar)(Y— j^)-t-i(Y— 7)î, 

et la première n'est autre que celle du plan tangent en M. 

Remarque I. — La section d'une surface par son plan 
tangent présente un nœud au point de contact, les tan- 
gentes au nœud sont les asymptotes de V indicatrice. 

En effet, si l'on coupe la surface (2) par son plan tangent 
en x^ y^ z dont l'équation est la première équation (3), on 
trouve, pour l'équation de la projection de l'intersection, 

o^\[r{X~-xY-\-is{:^-x){\-y)-^t{y-yy] 
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ÉTUDE DES COURBES QUE l'ON PEUT TRACER. 3 

le point {^^y) de cette courbe est un nœud, dont les tangentes 
sont précisément représentées par le terme de degré le moins 
élevé égalé à o, à savoir par l'équation 

C'est l'équation des asymptotes de l'indicatrice (3). 

Remarque II. — L'indicatrice est, comme on l'a déjà dit, 
une conique, du moins quand r, 5, t ne sont pas nuls à la fois. 
Si r, Sy t sont nuls, en construisant une courbe semblable à 
la section parallèle au plan tangent, on peut encore, en choi- 
sissant convenablement le rapport de similitude, obtenir une 
courbe de dimensions finies, en général du troisième degré, 
que nous appellerons encore pour le moment indicatrice. Le 
plan tangent coupe alors la surface suivant une courbe à 
nœud, dont les tangentes sont encore les asymptotes de l'in- 
dicatrice du troisième degré ou de degré supérieur dont il 
vient d'être question. 

La démonstration de ce fait est en tout point semblable à 
celle que nous venons de faire. 

Pour terminer ces notions sur l'indicatrice, nous ferons 
encore observer que, si une surface est donnée par une équa- 
tion de la forme 

et que Ton fasse 

dx "-^^^ ^ ~-^'' dz ~-^'» 

les équations de l'indicatrice en x^y^ z seront 
lf,(^\-x)^M\-y)^MZ-z) = o, 

la première d'ailleurs n'est autre que celle du plan tangent. 
En effet, l'équation /(X, Y, Z) = o de la surface peut s'écrire, 
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en vertu de la formule de Tajlor, en observant que/(^.j^, .3) 
est nul, le point (x, y, z) étant sur la surface, 

o = /i(X-a7)-4-/2(Y-7)-4-/3(Z-^)" 

-+-ï[/ll(X-a7)2-r-...-+-2/23(Y— 7)(Z-;5)-f-...]-h...; 

l'intersection par le plan 

parallèle au plan tangent et infiniment voisin de ce plan, est 
donnée par la formule 

Les équations (4) sont évidemment celles d'une courbe sem- 
blable, le rapport de similitude étant — -rr-_» pour h=zo. 

yjih 

Donc, etc. c. q. f. d. 

Les asymptotes de Tindicatrice ont alors pour équation 

0=/ll(X-ar)2-|-...-|-2/23(Z— z)(Y-7)-i-.... 

Parmi les tangentes en un point d'une surface, il y en 
a qui ont un contact d'ordre supérieur : ce sont les asym- 
ptotes de V indicatrice. 

En effet, si Ton coupe la surface 

/(X, Y, Z) = o 
par la droite 

X = a7-Hap, Y=j^-4-Pp, Z = ^-f-Yp, 

qui passe par le point (^, y, z) de la surface, et dont les 
cosinus directeurs sont a, p, y, on trouve l'équation en p 

/(a7,7, ^)H-p(a/,-+-p/2H-Y/3) 

e désignant un terme du troisième ordre. Or f{x, y, z) est 
nul; si l'on suppose que la direction a, p, y est dans le plan 
tangent, le terme en p est nul; enfin, si l'on suppose que la 
direction a, P, y soit celle d'une asymptote de l'indicatrice, 
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d'après ce que l'on vient de voir, le coefficient de p^ sera 
nul, et l'équation qui donne p aura trois racines nulles; les 
asymptotes de l'indicatrice rencontrent donc la surface en 
trois points confondus; elles sont donc osculatrices de la 
surface, ce qui leur a fait donner le nom de tangentes 
inflexionnelles . 

IL — Des courbes conjuguées. 

Deux familles de courbes tracées sur une même surface 
sont dites conjuguées, lorsqu'une courbe de la première 
famille coupe toujours une courbe de la deuxième famille en 
un point tel que leurs tangentes en ce point soient des dia- 
mètres conjugués de l'indicatrice. Deux familles de courbes 
conjuguées forment un réseau conjugué. 

Cherchons la condition pour que deux familles de courbes 
soient conjuguées. Soient dx, dy, dz les projections d'un 
déplacement effectué à partir du point {x, y, z) sur une 
courbe de la première famille; 8:r, 8j^, 8z les projections sur 
les axes d'un déplacement effectué à partir du même point 
{x,y^ z) sur une courbe de la seconde famille. Pour que les 
deux directions dx^ dy, dz et ^x, hy^ hz soient conjuguées, 
il suffit que leurs projections le soient par rapport à la pro- 
jection de l'indicatrice sur le plan des xy; or, si l'on se rap- 
pelle l'équation de l'indicatrice donnée au paragraphe pré- 
cédent 

les directions en question seront conjuguées si l'on a 

(i) rdx^x -hsidaafy -h dy^x)-\- t dy^y = 0. 

En général, l'équation d'une famille de courbes sera réduc- 
tible à la forme 

^(x,y, z, a)==o, 

a désignant une constante arbitraire; l'élimination de a et 
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de z entre cette équation, Féquation de la surface et l'équa- 
tion 

donne une relation entre x, y^ dot et dy^ d'où l'on conclut le 
rapport ~'y en remplaçant dans {}) -j- par sa valeur, on 
obtient une équation de la forme 

G oip 4- H 0/ = o, 

qui est celle de la famille conjuguée. 

Parmi les réseaux conjugués que l'on peut tracer sur une 
surface, on distingue : 

1° Les lignes asymptotiques, tangentes en chacun de leurs 
points aux asymptotes de l'indicatrice. Leurs équations diffé- 
rentielles s'obtiendront en écrivant que les directions dx^ dy 
eioXy Zy coïncident; la formule (i) devient alors 

(2) rdx^-\-isdxdy-^tdy^=^o. 

Telle est l'équation différentielle des asymptotiques; ces 
courbes ne sont réelles que si l'on a rt — s^<^o. Si l'on 
observe que l'on a 

d^z = p d^x -\- q d^y -i- r dx^ -^is dx dy -\- t dy^, 

la formule (2) s'écrira 

— d^z -'-p d^x -h q d^y = o ; 

elle exprime que la direction d^x, d}y, d^z de la normale 
principale est perpendiculaire à la direction/?, q^ — 1 de la 
normale à la surface; donc le plan osculateur est perpendi- 
culaire à la normale à la surface. Ainsi : 

Théorème. — Les asymptotiques sont caractérisées par 
ce fait, que leur plan osculateur est tangent à la surface, 

2° Les lignes de courbure sont des lignes tangentes en 
chacun de leurs points aux axes de l'indicatrice; ce sont des 
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lignes conjuguées orthogonales ; on obtiendra leurs équations 
en écrivant que, non seulement l'équation (i) a lieu, mais 
encore la suivante 

dx '^x -^^ dy Zy -\- dz^z =0 
ou 

dx ^x -4- dy ^y -\- (p ^x -{- q ^y)(j) dx ■+- q dy) = o, 

c'est-à-dire 

ûtr 8ar(n-/>2)-h dyhy{i->r- q^)-hpq(^xdy -i- ^y dx) = 0. 

Si, entre cette équation et(i), on éli«iine le rapport^? on 

trouve l'équation des projections des lignes de courbure sur 
le plan des xy^ 

— rdx[{i-h q^)dy -+-pq dx] 

-4- s j dx[{i -^p^)dx -T-pq dy] — dy[{i ■+• q^)dy -hpq dx]\ 

-+- 1 dy \ {1 -h p^) dx -h pq dy] = o 

OU 

dy^ [pqt — (i -I- y*U] 

-^ dx dy\{i -^ p^) t ~ {ï-\- q^) r] ~ dx^[pqr — {i'^p^)s] = 0. 

On aurait obtenu la même équation en éliminant ~ : cela 

se comprend a priori, l'équation obtenue devant donner un 
réseau de courbes. 

Les lignes asymptotiques ont évidemment pour bissectrices 
les lignes de courbure. 



III. — Théorèmes de Dupin et de M. Reina sur les lignes 

conjuguées. 

Considérons un plan tangent en x^ y, z k une surface quel- 
conque : l'équation de ce plan sera 

(I) Z--z=p(X-x)-^q{Y^y), 

p el q désignant, conformément à l'usage, t- et — • Suppo- 
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sons que le point de contact (j;,jK, z) se déplace înfinimentpeu 
sur la surface de la quantité dx, dy, dz : le plan tangent se 
déplacera, et l'équation du plan tangent infiniment voisin 
pourra être remplacée par la difierentielle de (i), à savoir 

— dz = — p dx — q dy-^{X — x)dp -t-(Y —y)dy 
ou 

(2) o = ÇL — x){rdx — s dy) -^ {X — y){s dx —- t dy), 

r, 5, t désignant les dérivées secondes de z. Les équations 
(i) et (2) sont celles de l'intersection de deux plans tangents 
infiniment voisins : ce sont les équations de la génératrice 
d'une dëveloppable circonscrite à la surface suivant Vêle- 
ment de courbe dx, dy^ dz\ (2) est l'équation de la projection 
de cette génératrice sur le plan des xy\ les coefficients direc- 
teurs de cette projection sont rdx 4- sdy et — {sdx -f- tdy\ 
Si Ton prend pour plan des xy le plan tangent en x, y, z et 
pour plan des xz et àiÇ,% yz les sections principales, les coeffi- 
cients directeurs seront rdx et — tdy, en sorte que la tangente 

T* dx 

de Tangle que fait la génératrice avec l'axe des x est — 7^^ 

le produit de cette tangente par ^, tangente de l'angle que 
la direction dx, dy de la tangente à la courbe de contact fait 

avec l'axe des :r, est ; donc, l'équation de l'indicatrice étant 

rX- -h ^Y^ = I , on peut dire que : 

Théorème de Dupin. — Si une développahle est circon- 
scrite à une surface, la génératrice qui passe en un point M 
de cette surface est conjuguée de la tangente en M à la 
courbe de contact par rapport à r indicatrice. 

Il résulte de là que, si l'on circonscrit une suite de dévelop- 
pables à une surface, les courbes de contact et les courbes 
tangentes aux génératrices des développables seront des 
courbes conjuguées. 

Réciproquement, si Von considère deux systèmes de 
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courbes conjuguées sur une surface;siy tout le long d'une 
courbe du premier système, on mène des tangentes aux 
courbes du second système, ces tangentes formeront une 
développable circonscrite à la surface. 

En effet, nous allons prouver que, le long de la courbe du 
premier système, on peut circonscrire une développable à la 
surface \ cette développable existant, les tangentes aux courbes 
conjuguées ne pourront être que ses génératrices. Pour 
prouver cette assertion, nous observerons que les plans tan- 
gents, tout le long de la courbe en question, enveloppent une 
développable qui touche la surface, puisqu'elle a même 
plan tangent que cette surface au point où elle est touchée 
par son plan tangent. 

Pour que la courbe de contact d'une développable circon- 
scrite à une surface soit l'arête de rebroussement de la déve- 
loppable, il faut que la génératrice de la développable soit sa 
propre conjuguée; elle doit donc être une asymptote de l'in- 
dicatrice; la courbe de contact doit donc elle-même être une 
ligne asymptotique, et Ton voit d'ailleurs que les tangentes à 
une ligne asymptotique forment une développable circon- 
scrite à la surface : il est bon d'observer que les tangentes aux 
asymptotiques ont un contact d'ordre supérieur avec la sur- 
face, en sorte que, dans le/;as qui nous occupe, la développable 
circonscrite traversera la surface et sera osculatrice (p. 4)- 

Il résulte de là que les tangentes à une courbe quelconque 
tracée sur une surface, bien que tangentes à la surface, engen- 
dreront une développable, coupant \di surface sans la toucher, 
sorte de paradoxe qui s'explique en observant que le plan 
passant par deux tangentes consécutives n'est pas nécessaire- 
ment un plan tangent. 

Pour faire une application très simple du théorème de 
Dupin, considérons une surface quelconque S et une droite 
D : par cette droite, faisons passer des plans P et circonscri- 
vons à la surface S des cônes C ayant leurs sommets sur la droite 
D, la courbe J d'intersection de S et P rencontrera la courbe 
de contact K du cône C et de la surface en un point M et les 
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tangentes aux courbes J et R en M seront conjuguées. Ainsi 
les courbes de contact K et les sections planes J sont des 
familles de courbes conjuguées. Cette remarque a été faite 
par M. Kœnigs. 

Le théorème de Dupin met en évidence ce théorème remar- 
quable : 

Un système de courbes conjuguées reste encore conjugué 
, si l'on soumet à une transformation homo graphique ou 
par polaires réciproques la surface sur laquelle elles sont 
tracées. 

En effet, considérons une surface S et sur cette surface une 
série de courbes G; menons en chaque point de Tune des 
courbes G le plan tangent à la surface : les plans tangents 
engendreront une développable D dont les génératrices seront 
conjuguées des tangentes à la courbe G. Si l'on effectue une 
transformation homographique, à la surface S correspondra 
une surface S', aux courbes G correspondront des courbes G' 
et aux développables D des développables D'; aux génératrices 
de D correspondront les génératrices de D' et, par suite, aux 
conjuguées de G les conjuguées de G'. 

Si, au contraire, on effectue une transformation corréla- 
tive, S se changera en une surface S"; aux courbes G cor- 
respondront des développables D^' circonscrites à S''; aux 
développables D correspondront des courbes G''; les généra- 
trices de D^' seront conjuguées des tangentes à G" et seront 
les tangentes des courbes conjuguées de G"; donc, etc. 

Il résulte de là que, les lignes asymptotiques étant leurs 
propres conjuguées, une transformation homographique ou 
une transformation corrélative étant effectuée sur une surface, 
les asymptotiques de la transformée seront les transformées 
des asymptotiques de la proposée. 

Théorème de M. Reina. — Soient o et o' deux points 
infiniment voisins pris sur une surface, la perpendicu- 
laire commune aux normales en o et o' à la surface a 
une direction conjuguée de celle de Vêlement oo' . 
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En effet, rapportons la surface à son plan tangent en o 
pris pour plan des xy^ prenons pour autres plans coordonnés 
les sections principales relatives au point o. La normale au 
point o', dont nous appellerons les coordonnées x^ y, ^, aura 
pour équations 

X~a? _ Y— jK _ Z — i; 

P ~" ^ ~ -ï ' 

/?, q désignant -r-, -r- ? et la direction de la perpendiculair^e 

commune a pour coefficients directeurs — <!'> P-i ^î mais en 
appelant Tq, s^ r= o, <o les dérivées secondes de z pour ^ = o, 
Y = o, on a 

le coefficient angulaire de la plus courte distance est donc 
— ■•- — ; ce qui montre bien que la direction de cette plus 

courte distance est conjuguée de la direction ^ de l'élé- 
ment oo\ (Académie de Naples, février 1890.) 



X 



IV. — Étude particulière des lignes de courbure. 

Etant donnée une surface, cherchons sur cette surface le 
lieu des points tels que les normales à la surface menées par 
ces points forment une surface développable ou, ce qui revient 
au même, cherchons le lieu des points tels que les normales 
à la surface menées par deux points infiniment voisins du lieu 
se rencontrent (en négligeant les termes infiniment petits 
d'ordre supérieur). 

Soient x^y^ z les coordonnées d'un point du lieu -r- =p, 

5^ = 5^' ^ = ^' d^dj = ^' ^ = ^- ^^' équations de la 
normale en x, y, z k la surface sont 

. X — a?H-/?(Z — ^) = o ou P = o, 
Y ~y -^q{Z—z) = o ou Q=o; 
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les équations de la normale au point infiniment voisin x -}- dx^ 
y -h dy^ ^ + rf^ du lieu cherché sont 

P H- û?P P= o, Q ^- t/Q = o 

et peuvent être remplacées par 

â?P = o, û?Q = o 
ou par 

( dx -\- p dz — dp (Ta — ^) — o, 

(2) \ I^ t^\ ) ^ 

^ ^ \ dy-^qdz-dq{Z--z)==o. 

Pour exprimer que nos deux normales se rencontrent, il faut 

éliminer X, Y, Z entre (i) et (2) ou Z — z entre (2), ce qui 

donne 

{dx -H/> dz)dq — {dy -^ q dz)dp =0. 

En remplaçant dz par/? dx -H q dy^ dp par r dx -{- s dy ei dq 
par s dx + t dy^ on trouve 

[(i -\~ p^)dx -\- pq dy\{s dx h- tdy) 

— [(i -T- q^)dy -^ pq dz]{r dx -+- s dy) = o 
OU 

(3^ S dynpqt-s^i-^q^)] 

( -h dx dy[{\-\- p'^)t —{i -^ q^)r]— dx'^lpqr — ${\ -¥-p^)'\=o\ 

cette équation est identique avec celle que nous avons trouvée 
plus haut pour les lignes de courbure, c'est-à-dire pour les 
lignes tangentes en chacun de leurs points aux axes de l'indi- 
catrice. D'ailleurs, si l'on prend le plan tangent en x^y^ zk 
la surface pour plan des xy^ les sections principales pour 
autres plans de coordonnées, on aura p = Oj q^=o^ s = o; 
l'équation (3) deviendra 

dx dy{t — r) = o 

et se décomposera en rfa: = o, dy = o\ ce qui montre que 
les lignes dont nous nous occupons sont bien tangentes aux 
directions principales, c'est-à-dire aux axes de l'indicatrice, 
pourvu toutefois que t — r ne soit pas nul. Or t et r dans le 
système d'axes adopté sont les courbures principales au point 
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considéré et alors, si r — ^ = o, ce point est un ombilic. Nous 
reviendrons tout à l'heure sur ce cas. 

De l'analyse précédente il résulte que l'on peut encore 
définir les lignes de courbure, comme on le fait souvent, en 
disant que ce sont des lignes tracées sur la surf ace et telles 
que les normales à la surface menées par les points de ces 
lignes forment des surfaces développables, 

A ce point de vue, si l'on suppose que le point (^, ^, 5) 
soit un ombilic, on a (p. 4^2, t. II) 



s 



I H- q^ pq 1 -t-/>2 

et l'équation (3) des lignes de courbure se réduit à = 0. 
On a cru pouvoir en conclure que par tout ombilic il passe 
une infinité de lignes de courbure, et cela d'autant mieux que, 
en un ombilic, toutes les directions tracées sur la surface sont 
des axes de l'indicatrice; mais cette conclusion est erronée, 
au moins en général. De ce que, en un ombilic, les coefficients 
de dx'^^ dy- et dxdy dans (3) sont nuls, il faut seulement 

en conclure que -^ y est mal déterminé par l'équation (3), 

et cela tient à ce que, pour obtenir l'équation ( 3), on a négligé 
des infiniment petits, négligeables en général, mais non pas 
dans le cas actuel. 

Reprenons donc nos calculs et exprimons que la normale 

X — 07 -i-/?(Z — ^) = ou P =0, 
X — y -^ q{JL ~ z')~o ou Q=o 

rencontre la normale 

P-r-AP r^O, 

Q-AQ=o; 

ces deux dernières équations peuvent être remplacées par 

AP = o, AQ r= o 
ou 

rfP-r- J^2P-H...= 0, 
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c'est-à-dire par 

dx -h/? dz — (Z — z^dp -h \\%dp dz -+-/) d'^z — (Z — ^)ûf'/>] = o, 

ou 

dx -\- p dz -^ dp dz -^ \ p d^z — (Z — z){dp -f- \d^p) — o, 
dy -i- q dz '\- dq dz -\- \ q d'^z — (Z — z)(dq -h J d^q) — o; 

la condition de rencontre devient alors, en éliminant Z — s, 

(û?a7 -f-/? dz -h dp dz -^ \p d^z)(dq -^ ^ <^'5') 
= (^"T-S'^'2-^-^5'^'5-^j^û?*«)(fl?p-T-^ d^p ). 

Or, si nous nous plaçons en un ombilic, les termes du 
deuxième ordre sont nuls [en les conservant seulement, on 
retrouverait l'équation identique (3)] et, en conservant les 
termes du troisième ordre, on a 

\(dx-^ p dz)d^q -^ dq(dp dz -^ \p d^z) 
= \{dx -r- q dz)d^p -i-dp{dq dz -hjq d^z). 

En remplaçant dz^ d^z, dp^ dq, d^p^ d^q par leurs valeurs 
en fonction de dx et dy^ on obtient une équation du troi- 
sième degré en ^j ce qui montre qu'en général il ne passe 

que trois lignes de courbure par un ombilic. Toutefois, cette 
dernière conclusion peut encore tomber en défaut : l'équation 

du troisième degré qui donne -^ pouvant elle-même devenir 

illusoire, il faudrait alors prendre un terme de plus dans les 
développements de AP et AQ, et ainsi de suite; il est donc 
tout à fait impossible de dire a priori combien il passe de 
lignes de courbure par un ombilic. 

V. — Continuation du même sujet. 

Lorsque la surface dont on veut trouver les lignes de 
courbure est donnée par une équation non résolue de la forme 
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on peut obtenir comme il suit l'équation différentielle de ces 
lignes, soit 



f -^^ 



f - ^'f 



f ^àf 



les équations de la normale en x^y, z k la surface sont 

X — X __ Y — y _ Z — z ^ 

/i /s /a 

les équations de la normale infiniment voisine sont 

X — X — dx _ Y-— 7 — dy __ Z — z — dz ^ 
fi-^d/T' ~ ft H- d/i ~ fz-^dfz ' 

en exprimant que ces droites se rencontrent, ou que leur 
plus courte distance est nulle, on a 

dx dy dz 
fï A /s 
^/i 4/i ^A 

C'est Tune des équations des lignes de courbure, l'autre est 
f= o; on peut, si l'on veut, l'écrire 



dx 

/. 

/il dx-{-/ii 



dy dz 

dy -^/i3 dz . . . 



= o; 



elle est alors du second degré en dx^ dy, dz. Si l'on suppose 
y= ç(^, y) — 5, elle devient 



dx dy p dx -^ q dy 

p g —i 

rdx-\-s dy s dx -\- tdy o 



= o, 



et, en développant, on retrouve l'équation (3) du paragraphe 
précédent 



(3) 



dy^lpqt^si.i-^q^)] 

'\- dx dy[{i -^ p^)t — {i -^ q^) r\ — dx^[pqr — 5(1 -f- /?')] = o. 
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En général, les lignes de courbure forment une famille 
unique; pour qu'elles forment deux familles distinctes, il est 
nécessaire qu'en résolvant l'équation précédente par rapport 

à ;-^ la quantité placée sous le radical soit un carré, c'est- 

à-dire que l'on ait une certaine relation entre /?, q^ r, s^ t, 
que nous n'écrirons pas à cause de sa complication et qui est 
l'équation aux dérivées partielles d'une classe particulière 
de surfaces. 

Annulons le coefficient de dy^ dans (3); nous aurons 
l'équation différentielle d'une classe de surfaces ayant un 
système de lignes de courbure situées dans des plans paral- 
lèles et un second système distinct du premier 

pqt — s{\-\-q^) = o. 

Nous rencontrerons cette équation plus loin et nous l'inté- 
grerons. 

VI. — Théorème de 0. Rodrigues. 

Nous appellerons, avec M. Mannheim; normalie d'une sur- 
face le lieu des normales à cette surface, menées par tous les 
points d'une ligne tracée sur cette surface. Une normalie 
développable sera alors le lieu des normales à la surface 
menées par les points d'une ligne de courbure. 

Soient x^ y^ z les coordonnées rectangulaires d'un point 
d'une surface; a, p, y les cosinus directeurs de la normale en 
ce point : cette normale fait partie de deux normalies déve- 
loppables. Soient X, Y, Z les coordonnées du point où elle 
touche l'arête de rebroussement d'une de ces normalies; soit 
enfin ). la distance des points (^,JK7 ^^ *ît (X, Y, Z). On aura 

(i) X-.a7-^a)., X=^y-\-fk, Z^z — ^X 

et le point (X, Y, Z) s'obtiendra en exprimant que la droite 
représentée par ces équations (i) rencontre la droite infini- 
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ment voisine dont les équations peuvent être remplacées par 
les difTérentielles de celles-ci, à savoir 

10 = dx -\-(i dk -\-\ doL, 
o z=z dz -^ ^ d\ -\~ \ û^Y* 

La condition cherchée s'obtiendra en éliminant X, Y, Z, \ et 
cTk entre (i) et (2) ou en éliminant simplement \ eX. dk entre 
les équations (2), ce qui donne 

dx{^ d^ — -^ d^)-h dy{^ d% — a d-f) -h dz{^CL d^ — p dcL) — o; 

cette équation étant supposée satisfaite (et c'est l'équation 

des lignes de courbure), on déduira de (2), en multipliant par 

a, p, Yj et en ajoutant, rfX==o; ces formules (2) donneront 

donc 

dx __ dy __ dz _ ^ 

doL ~ d^ d-^ ~ 

Ces relations sont dues à Rodrigues. Laissons-les sous la 
forme 

I dx -h X <fa = o, 
(3) \ dy -\-\d^ ~o, 

\ dz ~\-\ d-^ =0 



ou 



+- X ( -~ dx 
\âx 

^\l ^ dx 



dx 



dy 



dz -{- \( ~ dx 
dx 




ày 



ay 



Jz 



dz\ — o^ 



f^dy-^f^dzY-o. 

• d7, \ — o. 
oz I 



ày 



dy 



En éliminant dx^ dy , dz^ on a 



(4) 



I 

X àx 



ày 
L. — Traité d'Analyse, VJI. 



dx 
dx 



i ^1 
l'^'ày 



dz 

()? 
dz 



I 
X 



dj 
dz 



o. 
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Celte équation est en réalité du second degré; le terme indé- 
pendant de X est en effet ,; ' ^' ^ ^ y nul, puisqu'il existe entre 

a, p, Y la relation a- + ^^ 4- y^ = » . Nous allons voir que X 
n^est autre chose qu^un rayon de courbure principal^ en 
sorte que le lieu des arêtes de rebroussement des normalies 
développables est aussi le lieu des centres de courbure de 
la surface, et deux normales infiniment voisines d^une 
ligne de courbure se coupent en un centre de courbure 
principal. L'équation (4) sera alors une nouvelle forme de 
l'équation aux rayons de courbure principaux. Calculons donc 
A : à cet effet, écrivons les équations (3) ainsi, 

{^) dx-^\di^=o, dy-^\d'^=o, dz -i-\d'f^= o, 

en désignant par f le premier membre de l'équation de la 
surface, par /^ , /z, /s, /n , /42, • • • , fzz ses dérivées, et par N 
le radical \jf\ -f- fl -H /s- Ces équations (5) peuvent se mettre 
sous les formes 



ou bien 



^.-.MN^-pA^).o, ... 



. N ,. . d^ 
dx-j^+dfi — /, ly- = o, 



ou enfin 



i-y^ -^fwjdx-^f^^dy-^fndz—fx "^ = «» 
fi^dx-^ly^ -^ f%t\ dy -r- ftzdz — ft "N" ^ ^' 

fti\dX'^fztdy-^{-^ -hfzijdz — fs ^ = »» 

et comme 

fidx-hftdy-i-f3dz= o, 

dN 
on déduit de là, en éliminant dx^ dy, dz et ~> l'équation ( 1 4) 

de la page 437 (IP Volume), dans laquelle R est remplacé par 
X, ce qui montre bien que les valeurs de X sont les rayons de 
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courbure principaux de la surface. L'équation (4) peut 
s'écrire 



X \dx dy ' (^z/ 



\'^ \\àx ày ' (^z/ (^(ar,7) à(,y,z) di^z, x) 



VII. — Lignes de courbure de quelques surfaces. 

1^ Les lignes de courbure des surfaces développables sont 
tes génératrices et leurs trajectoires orthogonales, parce que, 
le plan tangent étant le même le long d'une même génératrice, 
le lieu des normales le long de cette génératrice est un plan; 
en particulier, les lignes de courbure d'un cône sont ses géné- 
ratrices, les courbes d'intersection de la surface par des sphè- 
res ayant leur centre au sommet du cône. Après le développe- 
ment d'une surface développable, les lignes de courbure autres 
que les génératrices deviennent les développantes de la trans- 
formée de Tarêle de rebroussement. 

1^ Sur une surface gauche, les génératrices ne sont pas 
lignes de courbure ; car les normales le long d'une génératrice 
forment, comme on le verra, un paraboloïde hyperbolique, 
mais ce sont des asymptotiques. 

3® Les lignes de courbure des surfaces de révolution sont 
les méridiens et les parallèles ; car les normales à la surface 
le long de ces lignes forment des plans ou des cônes : on en 
conclut que les rayons de courbure principaux en un point 
de la surface sont le rayon de courbure du méridien et la 
longueur obtenue (en vertu du théorème de Meusnier) en 
construisant un triangle rectangle ayant pour côté le rayon 
du parallèle et pour hypoténuse une droite dirigée suivant 
la normale*, ce sera donc la normale au méridien arrêtée à 
l'axe de la surface. 

On peut vérifier ce résultat par l'Analyse. En effet, l'équa- 
tion des lignes de courbure étant mise sous la forme 

dx -\-p dz dy -¥- g dz 
^'^ dp = ' dq ■ ' 
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si Ton prend Téquation des surfaces de révolution sous la 
forme 

on aura 

dp = ^'' ^x{x dx -\- y dy) -^its^' dx, 

dq = ^"^y^xdx -hydy) -r- %^' dy^ 

et, par suite, l'équation (i) deviendra 

dx ^ ^x^'^{x dx -r- y dy) _ dy -A- £^y^'^{x dx -^y dy) 
^xo\x dx -^y dy)-^ i^' dx !^y^'\x dx -^ y dy)-r- 1^' dy 

ou 

4 ^"{xdx -\-ydy) {ydx — x dy) -h 8 ^'^(pcdx ~y dy) (xdy —ydx) = o; 

d'où l'on tire 

xdx-{-ydy = o ou a?^ -r- j^2 _ const. : 

c'est l'équation des parallèles. On a ensuite 

(y dx - '- X dy){^" — '^^'^) = Oj 
c'est-à-dîre 

y dx — X dy -- o. 
ou 

y = X X const., 

ce qui donne les méridiens. 

Toutefois, si l'on avait cp'^ — 2cp'3 =: o, il ne faudrait plus en 
conclure y dx — x dy = o ; mais alors 



ou 



ou 



c'est-à-dire 





"P , 






2Cp'3 




l 


- —{x'^-^y 


2)-HC 


?'- 


I 




\/C —{X^-T 


-y') 



cp — — /c — {^x^-\-y^) = z 
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on en tire 

c'est l'équation d'une sphère. Sur la sphère et sur le plan, 
les lignes de courbure sont évidemment indéterminées, car 
toutes les normales passent par un point fixe ou sont paral- 
lèles à une même droite ; mais la sphère et le plan ne sont pas 
les seules surfaces dont les lignes de courbure soient indéter- 
minées. 

4'* Pour que les lignes de courbure sur une surface soient 
indéterminées, il faut que les coefficients de dx'^^ dx dy^ dy^ 
dans l'équation (3) de ces lignes (p. 17) soient nuls, c'est- 
à-dire il faut que l'on ait 

pqt~ s{\-\-q'^)^o, 
pqr — 5(1 -f-/>*) = o. 

Ces équations se réduisent à deux 

s t r 



pq H-^2 i_|_jo2^ 



nous avons déjà intégré ces équations (t. II, p. 4^3) : ce î^ont 
celles d'une surface dont tous les points sont des ombilics; 
ces surfaces sont le plan, la sphère et les développables 
isotropes pour lesquelles on a 

Ces surfaces imaginaires sont développables, puisque p est 
fonction de q\ de plus, leurs génératrices sont des droites 
isotropes, et, en effet, Pt q-, — i sont les coefficients direc- 
teurs de la normale ou du plan tangent; le plan tangent voisin 
a pour coefficients directeurs 

p-r-dp, q-r-dq, i; 

la génératrice a donc pour coefficients directeurs 

— dq, dp^ P dq — q dp\ 
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la somme des carrés de ces coefficients est 

dp^{\ -\- q^)-\- dq^{\ -4-/>*) — ipq dp dq 

OU, en vertu de (a), 

— P^ dp^ — ^^ dq^ — ipq dp dq ~ — {p dp -^ q dq )*. 

Or, en dîfférentîant (a), on 9. p dp -\- q dq ^= O'^ donc enfin 
Ja somme des carrés des coefficients directeurs de la généra- 
trice est nulle : cette génératrice est donc une droite isotrope. 

G. Q. F. D. 



VIII. — Lignes de courbure de rellipsoîde. 

La recherche des lignes de courbure est une opération assez 
pénible : voici comment on peut trouver celles des surfaces 
du second ordre. L'analyse suivante est de Monge. 

Nous mettrons Téquation de la surface sous la forme 

nous aurons alors, pour l'équation des lignes de courbure, 

dx dy dz 



ax hy cz 
a dx h dy c dz 



= o 



et, en observant que ^^ax dx = o, et que ^^ax' 



2,^ dx dx 


dy 


I ax 


by 


o a dx 


bdy 



= o. 



En développant, on a 



ab 



y^ X dx{x dy — y dx) — dx dy{ h — a) = o ; 



ax dx -^by dy 



si l'on remplace zdz par — ^'^ "^^ '^^'^ "^^ •> on a enfin 



ab\xdx{c — a)-\-y dy{c — b)\{x dy — ydx) — c{b — a)dxdy =0, 
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Si, dans la formule (a), on remplace a, 6, cpar -^' r^> -^' et 
si Ton fait 

~ b^{a^ — c*)' ~~ a* — c* 

on trouve, pour l'équation des lignes de courbure de l'ellip- 
soïde 

x^ y2 ^2 
a* b^ c^ 

l'équation suivante 

(b) Axjry'i -\-(x* — A^* — ^)y — ^y = Oy 

en désignant parj^ la dérivée-^* Cette équation est une de 
celles que l'on intègre en les différentiant : on trouve 

-\- yix'^ — Aj^2 — B)-hjr'(2a7 — lAyy) =o; 
en éliminant x^ — Aj^^ — B, on a 



(Ay«^-.)(^ + ^-i) = o; 



supprimant le premier facteur, on a, en intégrant, 

y.r _ 

ou 



= const. = k 

X 



, kx 

Y = • 

•^ y 

Si l'on substitue cette valeur de y' dans (6), on a l'équation 
des lignes de courbure projetées sur le plan des xy,, à savoir 

kk^x^ -\- {x^ — Ajî — B)A: —y^ = o 
ou bien 

a72(Ait2-+-it)— j^2(A/c -+-!) = B A'. 

Cette équation représente une série de sections coniques. 
Monge a discuté avec soin, après avoir donné la méthode 
précédente, la forme des lignes de courbure de l'ellipsoïde. 
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IX. — Interprétation du premier membre de l'équation des lignes 

de courbure. 

Nous avons vu que l'on obtenait l'équation des lignes de 
courbure en écrivant qu'une normale à la surface rencontrait 
la normale voisine. Soient donc a, p, y les cosinus des angles 
que la normale à la surface en M (^,y, z) fait avec les axes : 
les équations d'une normale seront 

Xr^x^al, Y=7-hpX, Z-^^-f-yX; 

a -h <7a, p -h rfp, Y -i- rfr seront les coefficients directeurs de 
la normale voisine en M' : ce seront même ses cosinus direc- 
teurs, car (a -f- cIol)- -f- ( p -f- û^P)^ -h (y h- dy)'^ est égal à i , 
aux termes du second ordre près, vu que 

a doL -^ ^ d^ -^ ^ d-^ — o. 

Les équations de la normale voisine pourront être rempla- 
cées par 

o = dx -h ai d\ -i- X daj 

o = dy -^ ^ dl -i- A d^, 
o — dz -\- ^ dl -{- A d^(; 

l'élimination de X, Y, Z, )., cfk donne l'équation des lignes 
de courbure déjà trouvée 



dx dy dz 

a p Y 

di d^ dy 



~ o. 



Le premier membre de cette équation a une signification 
géométrique importante : on peut l'écrire 



ou bi 





dx 


dy 




dz 




ds 


ds 




ds 




OL 


,1 




ï 


a 


-+- doL 


p-c/8 


ï 


-f- c?Y 



ds 



len 



dz 



dr\ 



2(a+^cc)(?^f-Yfj^^. 
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Or p -1 T 7^' * ^^'^^ ^^^ cosinus directeurs de la perpen- 
diculaire aux directions a, p, y et dx^ dy^ dz\ ce sont donc 
les cosinus directeurs d'une tangente à la surface perpendi- 
culaire à la tangente dx^ dy, dz. Le premier membre de notre 

équation est donc, au facteur -j- près, le cosinus de l'angle que 

fait la normale en M' avec une tangente à la surface perpen- 
diculaire à la direction dx^ dy, dz. Appelons dif le complé- 
ment de cet angle; di^ sera alors l'angle que fait le plan nor- 
mal en M à la courbe dx^ dy^ dz avec la normale à la surface 

au point infiniment voisin M'. Le rapport -^ est ce que l'on 

appelle la torsion géodéslque de la courbe; l'équation des 
lignes de courbure peut donc s'écrire 

d^ 

et pour ces courbes, la torsion géodésique est nulle. Ainsi 
la torsion géodésique M d'une courbe, relativement à une 
surface sur laquelle elle se trouve tracée, est la limite du rap- 
port -^y ds désignant l'élément d'arc de cette courbe, et di^ 

l'angle que fait la normale à la surface en M avec le plan nor- 
mal à la surface mené par le point infiniment voisin de M sur 
la courbe, tangentiellement à cette courbe. 



X. — Théorème de Lancret. 

Considérons une courbe passant par le point M(^, y^ z) 
d'une surface sur laquelle elle se trouve tracée : soient 
a, 6, c\ a\ b\ d\ d\ 6", d' les cosinus directeurs de la tan- 
gente, de la normale principale et de la binormale à cette 
courbe ; 
dt et rfr ses angles de contingence et de torsion; 
6 l'angle que le plan osculateur de la courbe fait avec le plan 
tangent de la surface ; 
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a, p, Y les cosinus directeurs de la normale à la surface. 

On a 

aoL '\- b^ -f- CY =0, 

a' a -h ô' p -h c' Y = sin 6, 

on en tire, en résolvant par rapport à a, 3, y, 

!a = a'sinÔ -+- «"cosO, 
P = 6'sin8^6''cos8, 
Y = c' sin6 -f- c'^cosô 

ou, en différentiant et en tenant compte des formules de 
Frenet, 

doL -- (a'cosO — a''sinô)û?6 — (à' àz -+- adz) sinô -4- a' dz cosO, 
• ••) 

ce qui peut s'écrire 

da = a'cosô(rf6 -h ûfx) — a''sinÔ(<i6 -i- ûfx) — asinO û?£, 

Formons la quantité b dy — c dp, et nous aurons 

b d-^ — cd^ = (a'cosô -+- a'sin6)(é/6 -i- ^x), 

c'est-à-dire, en vertu de (i), 

b d^ — c d^ = a.{d^ -\- dz), 
c doL — a ûf Y = p ( «fô -t- <fT ), 
a<ip — 6 û?a = y(<^^ -+- ^'^); 

multiplions la première équation par a, la seconde par p, la 
troisième par y et ajoutons ; dans le premier membre, nous 
aurons le déterminant que nous avons appelé d^, et qui, 
divisé par ds, donne la torsion géodésique ; ainsi 

d^ = db -^ dx. 
Cette formule fournit une expression remarquable 

, . d^ d^ dz 

(l) — — = — H 

ds ds ds 

de la torsion géodésique; elle prouve que : 
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Si une courbe est ligne de courbure d'une surface, 
on a d^ -t- di = o. C'est en cela que consiste le théorème de 
Lancret. 

XI. — Variations de la torsion géodésique. 



Reprenons la formule qui fait connaître la torsion géodé- 
sique, à savoir 

dx dy dz 

a P ï 
doL d^ d^[ 



'^'^ = 1. 



si l'on prend pour axes la normale à la surface et les tangentes 
aux lignes de courbure, on a 



d^ = 



ds 



dx dy o 

001 

d'x d^ â?Y 



ou 



(') 



d'^ _ dx d^ doL dy 
ds ds ds ds ds 



Or, si l'on observe que 



doL d 



dp(i -\- q^) — pq dq 



et, pour le système d'axes choisi, 



d^ ^dp _ dx d^ _ dy 

ds ds ds ds ds 



la formule (i) deviendra 



ds ds ds 



Soient R et R' les rayons de courbure principaux de la sur- 
face, et <p l'angle que fait l'élément ds avec la section princi- 



28 CHAPITRE I. 

pale de rayon R : on aura 



si l'on pose 



d^ I / I I \ . 



on aura 



^=asm2(p; 
la torsion géodésique des lignes tracées sur une surface par 




un même point varie donc comme le carré du rayon vecteur 
d'une lemniscate de BernouUi au paramètre a. 

Soit AB {^fig. I ) une droite de longueur 2 a : si Ton suppose 
que cette droite se meuve de telle sorte que ses extrémités s'ap- 
puient sur les tangentes O^, Oy aux lignes de courbure et 
si l'on mène OM perpendiculaire à AB, il est facile de voir que 

OM — OA coscp = AB sincp coscp = a sin'2cp; 

la ligne OM représentera donc géométriquement la torsion 
géodésique dans la direction (p. 

La forme de la lemniscate est trop connue pour qu'il soit 
nécessaire d'insister sur les valeurs remarquables que peut 
prendre la torsion géodésique. Nous ferons toutefois observer 
que deux lemniscates, en réalité, seront nécessaires pour 
représenter la torsion géodésique dans chacun des angles 
droits formés autour de O. 
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XII. — Conséquences du théorème de Lancret. 

Considérons deux, surfaces S et S' : soit G leur courbe 

d'intersection. Soient ds Télément de la courbe C, -,- sa tor- 

' as 

sion au point M, l'angle que fait son plan osculateur avec 
le plan tangent à S, 9' l'angle que fait son plan osculateur 
avec le plan tangent à S' au même point M; soient enfin 

-j- et -~ ses torsions géodésiques suivant qu'on la considère 

comme tracée sur Sou sur S'. Le théorème de Lancret fournît 
les équations 

on a, par suite, 

mais 8 — 0' est l'angle V sous lequel se coupent les surfaces 
en M, on a donc 

(i) d^ ~d^'^~d\\ 

donc : la différentielle de l'angle sous lequel se coupent 
deux surfaces est égale, au facteur ds près, à la différence 
des torsions géodésiques de leur intersection. 

Corollaire I. — Supposons que les surfaces S, S' se 
coupent suivant une ligne de courbure de chacune d'elles : 
rfd» et dij' seront nuls : donc d\ = o, et V est constant : donc : 

Quand deux surfaces se coupent suivant une ligne de 
courbure de chacune déciles, elles se coupent sous un 
angle constant. 

Corollaire II. — Si deux surfaces se coupent sous un 
angle constante et si l'intersection est une ligne de cour- 
bure de l'une, elle sera une ligne de courbure de Vautre, 
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En effet, si dans la formule (i) on fait V = const., ou 
(TV = o et rfA = o, on a di^' = o. 

Corollaire III. — Si trois familles de surfaces se 
coupent partout orthogonalement, elles se coupent par- 
tout suivant leurs lignes de courbure. 

En effet, soit M un point où se coupent trois surfaces de 
familles différentes; soient 5, 5', s" ces trois surfaces; soient 
a et a' les torsions géodésiques de l'intersection de s et s^ 
relativement aux surfaces s et s'\ V et 6" les torsions géodé- 
siques de l'intersection de 5' et s" relatives aux surfaces 5' 
et 5"; enfin c" et c les torsions géodésiques de l'intersection 
de s" et s relatives à ces surfaces. On aura 

a — a' = o, h' — ^ = 0, c" — c = o; 

mais, les intersections que nous considérons étant orthogo- 
nales, on aura, en vertu du théorème démontré au paragraphe 
précédent sur la variation de la torsion géodésique, 

a -t- c = o, a'-^6' — o, 6"-f-c'' = o; 

d'où Ton conclut a = a' = 6' =^ i'' = c'' = c =-= o, ce qui 
prouve bien que 5, s!, s" se coupent suivant leurs lignes de 
courbure. Ces trois propositions sont dues à Dupin. 

Corollaire IV. — Si une ligne de courbure d'une sur- 
face S est plane ou sphérique, le plan ou la sphère qui 
contient cette ligne coupe la surface S sous un angle con- 
stant. 

Car toute ligne tracée sur le plan ou la sphère est une 
ligne de courbure de ce plan ou de cette sphère. Ce théorème 
est dû à Joachimsthal. 

Corollaire V. — Si une ligne de courbure C d'une sur- 
face S est plane, V arête de rebroussement de la normalie 
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développable relative à cette ligne de courbure est une 
hélice . 

En effet, soient a^ b^ c\ a', i', c'; a'', 6", c" les cosinus 
directeurs des directions principales de la courbe C ; a< , 6| , 
Ci ; a'j, 6j, c'j ; a'j, 6'^, c'^ les cosinus directeurs de Tarête de 
rebroussementD de la normalie développable en question. La 
ligne D est une développée de C, de sorte que, si l'on appelle 

ds^ t' r l'^l^'^^'^t d'arc de C, sa torsion et sa courbure, rf^o 

7p- et r^ les quantités analogues relatives à D, on aura (t. II, 
Il Kl ^ 

p. 385 et suiv.) 

j â?R = ds\ , a = a'i , b = b\, c = c\, 

Vaai =0, y]««i =1. ^^^'i =0, 

('1^ 1 

1 \a'ai = cosô, Na'a'i=o, \a'a'i=sin6, 

X^a^'ai^: sin6, N^a"ai = o, \a"ai = cosô; 

9 est alors l'angle que le plan osculateur de C fait avec le 
plan tangent à la surface. Différentions la formule^ aa^ = o ; 
nous aurons, en vertu des formules de Serret, 

Xr^ a'ds „ V' a\ ds\ 

ou, en vertu de (2), 

(3) __ + _=o. 

En diffère ntiant 7^ aa< = o, on a de même 

a' ris v^ ds 



V^ a fis v^ as , 
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OU, en vertu de (2), 

cosô fis dsi 

(4) -r--^k7=*'' 



de (3) et (4) on tire 



tange = -^^; 



Tangle ô est constant pour une ligne de courbure; on voit 
donc que le rapport de la courbure à la torsion en chaque 
point de la courbe D est constant ; cette courbe est donc (t. II, 
p. 4o6) une hélice tracée sur un cylindre qui n'est pas néces- 
sairement de révolution. 

Cette proposition a été démontrée par J.-A. Serret. 

Corollaire VI. — La formule de Lancret d^*= M -\- di 
montre que la torsion géodésique d'une courbe C tracée sur 
une surface S est partout égale à sa torsion ordinaire, quand 
son plan osculateur fait partout un angle constant avec le 
plan tangent à la surface S. Parmi les courbes qui sont dans 
ce cas se trouvent les asymptotiques pour lesquelles = o, 
et les géodésiques, dont il sera bientôt question, pour les- 
quelles on a 9 == - • 



XIII. — Sur les lignes de courbure des développables isotropes. 

Nous avons vu que les développables isotropes étaient des 
surfaces dont tous les points étaient des ombilics; les lignes 
de courbure doivent y être indéterminées; d'ailleurs, toute 
normale à la surface y rencontre la normale infiniment voi- 
sine; donc toute courbe tracée sur la surface est une ligne 
de courbure (voir p. 3i5, t. II). 

De là résulte une conséquence importante, à savoir : Sur 
toute sur/ace, on peut déterminer en ternies finis Véqua- 
tion d^une ligne de courbure. 
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En effet, si Ton circonscrit à une surface quelconque une 
développable isotrope, la courbe de contact 



r2 



sera une b'gne de courbure^ car la développable circonscrite 
rencontre la surface sous un angle constant (nul) et suivant 
une ligne qui est ligne de courbure de la développable ; donc 
elle est aussi ligne de courbure de la surface proposée. Cette 
remarque peut être utile dans la recherche des lignes de 
courbure; on sait, en effet, que beaucoup d'équations diffé- 
rentielles deviennent intégrables quand on en connaît une 
solution particulière. 

Sur l'ellipsoïde 

x'^ y^ z^ _ 
ai "^ 6^ "^ ;^ ~ * ^ 

la ligne de courbure imaginaire qui nous occupe est donnée 
par la formule 

(5)'-(ê)--(SV=«. 



XIV. — Surfaces dont les lignes de courbure sont planes. 

Les premières recherches qui aient été entreprises sur les 
surfaces dont les lignes de courbure sont planes ou sphé- 
riques, sont dues à Monge (^Application de U Analyse à la 
Géométrie)^ à M. O. Bonnet {Comptes rendus de V Aca- 
démie des Sciences, janvier i853) et à A. Serret {Comptes 
rendus de V Académie des Sciences et Journal de Liou- 
ville, t. XVIIl) ; M. Lemonnier (Thèse, 1 868) a ensuite publié 
un travail très complet sur cette question. [Voir aussi Picart 
(Thèse).] 

Nous nous bornerons ici à chercher les surfaces dont les 
lignes de courbure sont planes. 

D'après le théorème de Lancret, si une ligne de courbure 
est plane, son plan doit rencontrer la surface sous un angle 
constant, ainsi que nous l'avons déjà observé (Th. de Joa- 

L. — Traité d'Analyse, VII. 3 
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chimsthal); réciproquement, si un plan coupe une surface 
sous un angle constant, l'intersection sera une ligne de cour- 
bure (p. 29). 
Soit 

(i) ax -\- by -\- cz =^ h 

l'équation du plan d'une ligne de courbure d'une surface 
dont les lignes de courbure sont planes; a, è, c, h sont fonc- 
tions d'un certain paramètre que j'appellerai X. Si l'on pose 

^ z il z 

comme d'habitude p = —, g = —, ...,1e plan (i) devant 
rencontrer la surface sous un angle constant, on devra avoir 

( 2 ) ap -^ bq — c = A: v^i -+-/?2 -h q^, 

A" désignant une nouvelle fonction deT^. Si un second système 
de lignes de courbure se compose de courbes planes 

(3) a'x-^ b'y-hc'z = h\ 
on aura de même 

(4) a'p -h b'q — C'= ^Vl -r-JD« -t- gr2, 

a', b'y c', h'f k' désignant des fonctions d'un autre para- 
mètre V. Ceci posé, appelons dx^ dy^ dz un déplacement 
effectué sur la première ligne (i), et ùx^ 8/, 82 un déplace- 
ment effectué sur la seconde : nous devrons avoir, les deux 
systèmes de lignes de courbure étant orthogonaux 

( 5 ) dx ^x -{- dy ^y -h dz Zz =^ o\ 

d'ailleurs, les équations (i), (3), donnent 

a dx '\- b dy -\- c dz = Oy a' hx -^ b' hy -\- c' ùz = o, 

et l'on a, en outre, 

p dx -¥- q dy — dz = o, p Bx -h q By — Sz = o. 
En éliminant 8x, oy^ 85, dx, dy, dz entre ces formules, on a 

(b -h cq)( b' -i- c' q) -h {a -\- cp){a' -h c'p) -\- (aq — bp){a' q — b'p) = o; 
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si l'on ajoute cette équation avec le produit de (a) et (4), on 

trouve 

(/?* -\-q^-^ i)(aa'H- bb' -^ ce'— kk') — o, 

et, en rejetant la solution p^ -\- q^ -{- \ =i o, qui fournit une 
développable isotrope, on trouve 

<6) aa'-^ bb'-\- ce'— kk' = o 

ou, en différentiant par rapport à "k, 

a da -r- b' db -^ e' de — k' dk = o. 

En éliminant A"', on a 

a'{adk — k da) -+- b'{b dk — k db) -^ e'{c dk — k de) = o 

et, par suite, 

oa' {adk-~kda)-\-W {b dk — k db) -\- ^e' (c dk -- k dc) = o, 
Z^a'iadk — kda)-^ Z^b'{b dk — kdb)-^ 82c'« cdk — kdc) = o; 

on conclut de ces trois dernières équations, ou bien 

a dk — k da = o^ b dk — k db = o, c dk — k de =: o, 

c'est-à-dire 

da _• db __ de _ dk 
a b c k 

ou bien 

^dia'86'82c' = o. 
Dans la première hypothèse, on a 

a, j3, Y désignant des fonctions de V ou des constantes; les 
lignes de courbure ax -\- by -\- cz =^ h sont alors situées 
dans des plans parallèles, car a, p, y ne peuvent être que des 

constantes. Dans la seconde hypothèse z^"^ a'hb'^'^&= o, 

on a 

Aa'H-B6'-f-Gc' = o 

(p. 1 18, t. V), A, B, G désignant des fonctions de X ou des 
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constantes. Mais si ces quantités étaient fonctions de X, en 
attribuant à )% des valeurs différentes X«, ).2> on aurait 

Aia'^- Bjô'-f- Gic'= o, 

Al , Bj , Ci désignant les valeurs de A, B, C pour \ = A^ et As, 
B2, C2 leurs valeurs pour \ =^2 » les rapports a' l U \ c' alors 
seraient constants, les lignes a' x -\- b'y + c' z = h' seraient 
alors situées dans des plans parallèles. 

Nous avons donc deux espèces de surfaces ayant leurs lignes 
de courbure planes : 

I** Des surfaces ayant leurs lignes de courbure dans des 
plans parallèles à une droite fixe; 

2° Des surfaces ayant un système ou leurs deux systèmes 
de lignes de courbure situées dans des plans parallèles. 



XV. — Surfaces dont les plans des lignes de courbore 
de chaque système sont parallèles à deux droites fixes. 

Dans le cas où les lignes de courbure sont situées dans des 
plans parallèles à des droites fixes, il est facile de voir que ces 
droites sont rectangulaires. Les plans de nos lignes de cour- 
bure ont des équations de la forme 

(a -h ai \j.)x -+-(b -h bi [x)y -4- (c -+- Ci i>.)z — h -h hi {x, 
(a'H- a'i [l')x h- (6' -h b\ ^')y^{c'-h c\ il')z = h'-r-h\ fx'; 

or on a vu que 

(a + ai|x)(a'-i- a\ \l') 

-^{b-^biiL){b'-^b\iL')-^{c-i-CiiL)ic'-^c\iL') = kk'; 

[JL est fonction de "k seul, jx' fonction de "k' seul, a, a', b, 6', 
c, c', A, A' sont des constantes. A' est fonction de X et A^' fonc- 
tion de V. Or on a, en vertu de la dernière équation, 

aa -+- bb' -t- ce' = o, 

aa\ -i- bb\ -+- cc\ = o, 

«1 a' ->rbib' -\- Ci c' = o, 
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et, en verlu de Tidentité, 

(aa -^ bb' -\- cc')(aia\ -f- bib\ -h Cic\) 

— {aa\ -+- bb\ -h cc\)( aia'-i- bib' -r- Cic) 

= {bci-'cbi)(b'c\ — c'b\) 
-f-(cai — aci){c'a\ — a' c\) -^ (abi — bai){a' b\ — b'a\); 

son second membre est nul, ce qui démontre la- proposition 
avancée. 

Prenons alors Taxe des x parallèle à Tune des droites rec- 
tangulaires en question, Taxe des y parallèle à l'autre : les 
équations des lignes de courbure seront 

{i) by -h cz = hj a'x -{- c'z = h'; 

d'ailleurs, d'après les équations (2), (4), (6) du paragraphe 
précédent, 

i bq — c = kN, a'p — c'= k'N, 
( N = /i -+- /32 -+- ^2, ce' = kk\ 

Cette dernière équation exige que - = ,7 = — soient con- 
stants; alors on pourra mettre (i) et (2) sous la forme 

l 7 = X^-i-/(X), 

Des équations (3) ou (4), on déduit l'équation aux dérivées 
partielles de la surface. En éliminant \ elfÇk) ou V et/'(X'), 
on trouve 

-+- 5[2^(l -i-/?2)(i -f. ^2) _ N^2( I -4- çrî) - N(l -^/>î)] 

mais cette équation ne nous sera pas utile. De (3) et (4) nous 
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déduirons avec Serret 



9 



A f 

djr = \ dz -h z cH -^ -^ dl. 
Portant ces valeurs dans dz =^ p dx -\- q dy, on a 

i'f'a')dv if('k)d\ 

cette équation est intégrable et donne 



= o. 



L'élimination de X et )/ entre cette équation (5) et les pre- 
mières (3) et (4) fera connaître z en fonction de x et y. 

L'analyse précédente est en défaut quand A^ r= o : nous 
allons examiner ce cas. 

Si A* = o, on a ou c = o, ou c' = o ; si l'on suppose c = o, 
Ar=:o, (i)et(2) donnent 

by — h, bq= o, 

donc ^ = o, et 5 = f{x). Laissons ce cas de côté et supposons 
A = 0, c^ = 0; alors on écrit (i) et (2) ainsi 

by -i- cz " hy a! X =■ k\ 
bq —c =0, a'p = A'N 
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OU bien 

^ -H X =o, p = X'N. 

On voit que l'équation différentielle 

est celle de la surface; cette équation ne contenant pas x 

peut s'écrire 

dz ^ f dz\ 

on l'intègre en la différentiant, ce qui donne 

dy= — zdq — q dz -^ F' {q)dq ; 

mais dy = - dz; ou r donc 

(1-1-^2)^2 — — zqdq -\- qV\q)dq 

ou 

dz zq qF'(q) 



dq l-^-q- l-r-q^ 

OU enfin 



z = 



= -jJ=\ f--::^=r^qr{q)dq-^^{x)\ 

9 désignant une fonction arbitraire. 

Les équations de la surface sont de la forme 

y-{-qz:r=F(q), 

6(07) 



z = ^(q) 



V/I-H^ 



2 



Si enfin on suppose k et k' nuls, on aura p=z o^ c'est-à- 
dire z = une fonction de y seul, ou fonction de x seul si 
g=zo. Lorsque l'un des sj'stèmes de lignes de courbure se 
confond avec les sections principales correspondantes, on est 
précisément dans le cas oùâ: = o; les sections principales, 
lignes de courbure, enveloppent une développable D, et lès 
normales à la surface touchent une même développable. 
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Réciproquement, si les normales à une surface touchent 
une même développable, les sectiotis normales seront tan- 
gentes à cette développable, et ces sections normales seront 
des lignes de courbure. La surface elle-même peut être engen- 
drée par une courbe tracée sur un plan mobile roulant sans 
glisser sur une surface développable. Dans les surfaces de 
révolution, cette développable se réduit à un cylindre éva- 
nouissant qui est l'axe de la surface. 



XVI. — Surfaces dont les lignes de courbure d'un système 
sont situées dans des plans parallèles. 

On obtient les équations de ces surfaces en écrivant que les 
lignes de courbure ont pour l'une de leurs équations dy = o, 
ou, si l'on veut, leur équation générale est satisfaite pour 
dy = o ; on trouve ainsi 

pqr — (i-hp^)s = o 
ou bien 

n- /?2 q' 
d'où l'on tire, en intégrant, 



logv/i -t-/>2 =, logçr ^ log/(7), 

f{y) désignant une fonction arbitraire àey. On a donc 



\/l-r-p^ = qf{y) 

ou, en changeant /^(j^) en F (y), 

Pour intégrer cette équation, on posera les équations cano- 
niques 

dx dy dp dq 



ip -'i.qViy) o q^F'iy)' 

on en déduira l'intégrale/? =^ a, a désignant une constante; 
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(i) donnera alors 
et l'on aura 



^'=F(77' 



-6, 



y) 

b désignant une nouvelle constante. Il résulte de là que 

{'2) z — ax -\- \/ i-r a-'lf{y)-- b 

est une intégrale complète de (i) quand on suppose 

la solution générale de la question qui nous occupe s'ob- 
tiendra en éliminant a entre 

z = ax -\- ^ i-^- a^^i y) -\- Ts{a). i = x -\ — L , \-m {a)\ 

v/i-ha2 

c'est, comme l'on voit, l'enveloppe d'une série de cylindres 
ayant leurs génératrices parallèles à la droite z — ax^ paral- 
lèle au plan des zx. 

On aurait d'ailleurs pu obtenir directement l'équation du 
premier ordre des surfaces en question, en observant que le 
plan d'une ligne de courbure devait rencontrer la surface 

sous un angle constant ; donc ^^ est constant avec y, 



donc 



\/i-T-y?2-|-^! 



V^I-H/?*-!- ^* 



= ^\y) 



ou 



on tire de là 



(H-^,^y,)=_Zi_; 



ce qui revient à l'équation (i). 
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XVII. — Sur les enveloppes de sphères. 

Théorème I. — Toute enveloppe de sphères a pour lignes 
de courbure ses caractéristiques et leurs trajectoires ortho- 
gonales. 

En effet, toute enveloppe de sphères a pour caractéristique 
un cercle qui est une ligne de courbure de la sphère enve 
loppée, et, comme cette sphère enveloppée rencontre Tenve- 
loppe sous un angle constant (nul), la caractéristique est 
aussi une ligne de courbure de la surface. Le rayon de la 
sphère enveloppée est évidemment un rayon de courbure prin- 
cipal de l'enveloppe; car le rayon de courbure de la caracté- 
ristique doit être, d'après le théorème de Meusnier, la pro- 
jection du rayon de courbure principal sur le plan de la 
caractéristique; ce rayon de courbure principal est donc bien 
le rayon de la sphère enveloppée. Réciproquement : 

Théorème II. — Si un système de lignes de courbure 
d^une surface se compose de cercles, cette surface est 
l'enveloppe d'' une famille de sphères. 

En effet, soit MNM' {Jig* 2) une ligne de courbure circulaire 
passant en un point M ; soit MH l'autre ligne de courbure pas- 



Fig. 1. 



w^c 




sant en M; soit Mto la normale à la surface. Si en O on élève 
une perpendiculaire 0(o au plan du cercle MNM', elle rencon- 
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trera la normale en M à la surface en o), qui sera, en vertu du 
théorème de Meusnier, le centre de courbure de la section nor- 
male passant suivant la tangente MT à la ligne de courbure 
MNM' en M. Si de (i) comme centre avec wM comme rayon, 
on décrit une sphère, elle contiendra le cercle MNM'qui sera 
une ligne de courbure de la sphère ; mais la sphère touchera la 
surface suivant cette ligne de courbure, en M ; comme elle doit 
la couper sous un angle constant, elle devra aussi la toucher 
tout le long du cercle MNM' : la surface en question est donc 
une enveloppe de sphères. 

Corollaire I. — Le lieu des centres des sphères envelop- 
pées est aussi le lieu des centres d^ une des courbures prin- 
cipales , qui se réduit alors dans ce cas particulier à une 
ligne. 

Corollaire II. — Dans les enveloppes de sphères les nor- 
males rencontrent une ligne fixe, 

XVIII. — Surfaces canaux. 

« 

Parmi les enveloppes de sphères, on distingue les transfor- 
mées par rayons vecteurs réciproques des développables dont 
les propriétés sont des conséquences de celles des dévelop- 
pables et celles dans lesquelles le rayon de la sphère enve- 
loppée est constant : ces dernières sont appelées surfaces 
canaux. 

Dans une surface canal, un rayon de courbure principal 
est constant. Réciproquement ; 

Théorème. — Toute surface dans laquelle un rayon de 
courbure est constant est une surface canal. 

En effet, en vertu des formules de O. Rodrigues, on a 
, dx ,Q dy j dz 
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a, p, Y désignant les cosinus directeurs de la normale, R le 
rayon constant etdœ^ cfyy dz un déplacement effectué le long 
de la section principale correspondante, ou de la ligne de 
courbure correspondante; R étant constant, on pourra inté- 
grer, et l'on aura 

a, 6, c désignant trois«constantes ou, plus exactement, trois 
quantités restant invariable^ le long de la ligne de courbure 
considérée ; il existe donc deux relations entre ces quantités, 
et, par suite, on peut écrire 

X— Ra = cp(z — Ry), j'— Rp =rij>(z — Ry), 

ce qui prouve que le lieu des centres de courbure est une 
ligne dont les équations sont précisément 

Si, du point a, 6, c comme centre avec R pour rayon, on 
décrit une sphère, elle aura pour équation 

(X — a)2-h(Y — Ô)2 + (Z — 0)2= R2 
OU bien 

(X — rp ~ Ra)2 -t- ( Y «-7 - R P)2 -f- (Z — 3 — Ry)2 = R2 ; 

I 

elle passe en x^ y, z, et les coefficients directeurs du rayon 
aboutissant en x., y^ z sont a, p, y. Cette sphère est donc 
tangente à la surface en x^ y, z; or cette sphère passe par 
tous les points x, y, z pour lesquels a, b, c sont constants, 
c'est-à-dire qu'elle contient une ligne de courbure et qu'elle 
est tangente à la surface tout le long de cette ligne. La 
surface est donc bien une enveloppe de sphères de rayon 
constant. 

Lorsque deux rayons de courbure restent constants, la 
normale rencontre deux courbes fixes, et les distances de son 
pied aux points où elle rencontre les courbes fixes doivent 
rester constantes, ce qui est impossible si les courbes fixes 
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ne se réduisent pas à un point et si les rayons de courbure 
ne sont pas égaux. La sphère est donc la seule surface dont 
deux rayons de courbure principaux restent constants. 

XIX. — Sur la cyclide de Dnpin. 

Avant d'aller plus loin, nous chercherons à résoudre la 
question suivante, qui va nous être utile : 

Trouve?^ le lieu des sommets des cônes de révolution pas- 
sant par une conique donnée. 

Donnons-nous la conique dans le plan des xy : son équation 
sera 

la surface du second degré la plus générale passant par cette 
conique aura pour équation 

kx'*' -^ k.' y^ -\- k" z^ -^ 'i\iyz -^ iB' xz -f-aC'^ = i. 

Si elle est de révolution, il faut que B' ou B = o : soit B'= o ; 
alors il faudra encore que B- = (A — A') (A — A'), si bien 
que Ton peut écrire ainsi l'équation des surfaces de révolution 
passant par la conique 

l kx^-^k'y^-^k''z'^-^iByz-^iQ:'z=i, 
^'^ I B2 = (A — A')(A-A"). 

Ecrivons que le centre est sur la surface, et cherchons le lieu 
de ce centre, il faudra poser 

kx = o, 

k'y -i- B^ = o, 

By-\- k'z-^C^-o, 

Cz—i^o] 

la première de ces équations montre que le lieu est plan et 
contenu dans le plan des yz. L'élimination de B, A', (J' 



46 CHAPITRE !.. 

entre la seconde équation (i) et les trois dernières donne 

A'2j2 _|_ ( ,v'— A)( Az2 — A>« H- 1) = o 
ou 

AA>«-4- A(A'- A)^«-^(A'— A) = o. 

Le lieu, comme l'on voit, se compose d'une conique placée 
dans le plan des yz, et aussi d'une seconde conique placée 
dans le plan des œz. Les équations de la conique proposée et 
celles des coniques constituant le lieu peuvent s'écrire 



Z^ 



(G) 5^^61 + 5^ = - 



X* 



le foyer de chaque conique est le sommet d'une autre conique, 
et l'on voit que le lieu des sommets des cônes de révolution 
passant par la conique (B) est la conique (A); si l'une est 
une ellipse, l'autre est une hyperbole. Ces deux coniques 
sont dites ybca/^5 l'une par rapport à l'autre : voici la raison 
de cette dénomination. 

Cherchons le lieu des points dont les distances à un point 
de (A) sont fonctions rationnelles des coordonnées de ce 
point. 11 faudra que, en appelant a, p, y les coordonnées de 
ces points ou foyers, on ait 

/, m, n désignant des nombres à déterminer; on déduit de 
l'identification de cette équation avec (A) 

(i— /2)a2=:(i — /n2)62 = ,i2_a2— p*— y2, 

Im = o, a -^- //i = o, p H- mn = o. 

En nous bornant auK solutions réelles, nous avons l'équa- 



-^ 
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tion (B); réquation (C) serait Tautre solution. On trouve 



itUSSl 



Ix -4- my -t- /i = 4 / ^ — X ■+- ^6* -ri- a* -h y*; 

on voit que la somme des distances d'un point de l'hyperbole 
focale à deux points diamétralement opposés de Tellipse est 
constante; les points de la focale sont donc de véritables 
foyers dans l'espace. On voit aussi que la somme des dislances 
d'un point de l'ellipse à deux points fixes de l'hyperbole est 
constante, etc. 

Il est évident que le cône de révolution, qui a pour sommet 
un point de (C) et pour base la conique (A), a son axe dirigé 
suivant la tangente à l'hyperbole; en effet, cette tangente par- 
tage en deux parties égales l'angle des génératrices du cône 
(jui sont dans le plan de l'hyperbole et aboutissent au som- 
met de l'ellipse qui est le foyer de l'hyperbole. 

La cyclide, étudiée avec soin par Gh. Dupin, est une sur- 
face dont toutes les lignes de courbure sont circulaires. 

D'après ce que nous avons vu, les normales rencontreront 
deux courbes fixes C et G'; en effet, la cyclide sera de deux 
manières une enveloppe de sphères, et la normale rencon- 
trera les lieux des centres de ces sphères (p. 4^). La normale 
à la cyclide s'appuyant sur une ligne de courbure circulaire 
passe par un point fixe de la courbe G et longe la courbe G'; 
cette courbe G' est donc sur un cône du second degré, elle 
se trouve même sur une infinité de cônes du second degré 
ayant pour bases les lignes de courbure d'un même système. 
Gette courbe G' est donc une conique. En effet, par une 
courbe du quatrième degré proprement dite, on ne peut pas 
faire passer une infinité de surfaces de révolution et il en est 
de même de la courbe G. 

La courbe G' est le lieu des sommets des cônes de révolu- 
lion passant par G ; donc G et G' sont focales l'une de l'autre. 

Gherchons la trace de la surface sur les plans des courbes G 
et G'. Soient T cette trace, M un de ses points : la normale en 
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M à la surface doit rencontrer C et C; donc elle rencontre 
Tune des courbes et passe par le sommet de l'autre qui est un 
point fixe. La normale à T passe donc par un point fixe ; donc 
enfin T se compose de deux cercles ayant leurs centres aux 
points qui sont à la fois le foyer d'une des courbes C et le 
sommet de l'autre. 

Mais n'oublions pas que la cjclide est une enveloppe de 
sphères (p. 42)* Les plans des courbes G et O doivent être 
des plans de symétrie : la sphère enveloppante peut être 
censée avoir son centre en un point w de C qui sera, si l'on 
veut, l'hyperbole; son rayon est la ligne wM qui va de o> en 
un point M de la surface que l'on peut supposer dans le plan 
de l'hyperbole; elle touche donc deux sphères ayant pour 
grands cercles les traces de la surface sur le plan de l'hyper- 
bole. Mais la dilTérence des distances du point a à deux points 
diamétralement opposés de l'ellipse est constante; donc la 
sphère enveloppante touche une infinité de sphères fixes; 
donc : 

La cyclidepeut être considérée comme V enveloppe dUine 
série de sphères touchant trois sphères fixes, 

théorème dû à Dupin et qui peut servir de définition à la 
cvclide. 

Toute cyclide peut être considérée comme la trans- 
formée par rayons vecteurs réciproques d'un tore. 

(Mannheim). 

En effet, la transformée d'une enveloppe de sphères tou- 
chant des sphères est encore une enveloppe de sphères tou- 
chant des sphères ou des plans. 

Or, parmi les sphères que touche la cyclide, il y en a deux 
qui sont tangentes, car la condition de contact n'impose 
qu'une seule condition. Prenons le point de contact pour 
pôle de la transformation ; ces sphères tangentes deviendront 
deux plans parallèles, et la transformée de la cyclide deviendra 
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l'enveloppe d'une série de sphères touchant une sphère et 
deux plans parallèles, c'est-à-dire un tore. 

Réciproquement, la transformée d'un tore est évidemment 
une cyclide, ce qui prouve d'ailleurs l'existence de la cyclide. 

XX. — Trajectoires orthogonales d'un plan mobile. 

Les trajectoires orthogonales d'une famille de surfaces sont 
des lignes qui rencontrent les surfaces de la famille à angle 
droit. 

Proposons-nous de trouver les trajectoires orthogonales 
d'un plan mobile 

(!) ax -{- by -j- cz — p = o, 

a, by c, p désignant des fonctions d'un paramètre t, telles que 
a, 6, c soient précisément les cosinus directeurs du plan. En 
appelant dx, dy^ dz les composantes de l'élément ds d'une 
trajectoire orthogonale, les équations différentielles de cette 
trajectoire seront ( i ) et les suivantes, dont deux seulement sont 
distinctes, 

dx dy , dz 

Ces équations intégrées feront connaître x^y^ z en fonction 
de t et de deux constantes arbitraires a, (3. 

Considérons les courbes que l'on obtient en donnant une 
valeur déterminée à [3 : si l'on élimine a entre les équations 
de ces courbes, on obtiendra l'équation d'une surface S à 
laquelle les plans mobiles seront normaux; plus généralement, 
on obtiendra une surface S à laquelle les plans mobiles seront 
normaux en liant entre eux a et ^ d'une manière quelconque 
et en les éliminant des équations des trajectoires. 

Je dis que la surface S ainsi obtenue a pour lignes de cour- 
bure ses intersections avec le plan mobile et les trajectoires 
orthogonales de ce plan. Et en effet les normales à la surface 
le long des intersections avec le plan mobile sont dans ce 

L. — Traité d'Analyse, VII. 4 
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plan et forment une développable. De là une infinité de 
moyens de se procurer des surfaces dont les lignes de cour- 
bure d'un système sont planes, et même sphériques, en faisant 
usage d'une transformation par rayons vecteurs réciproques. 

Il y a plus, un raisonnement analogue au précédent prouve 
que les surfaces lieux des trajectoires orthogonales d'une 
famille de sphères ont pour lignes de courbure leuï*s inter- 
sections avec les sphères mobiles. 

J.-A. Serret, dans les tomes XLI etXLII des Mémoires de 
V Académie des Sciences et dans les noies du Calcul diffé- 
rentiel et intégral de Lacroix, a étudié les surfaces dont les 
lignes de courbure sont les trajectoires orthogonales de plans 
ou de sphères mobiles. 

XXI. — £tude des lignes asymptotiques. 

Nous avons appelé lignes asymptotiques d'une surface 
celles qui, en chacun de leurs points, sont tangentes aux 
asymptotes de l'indicatrice, et nous avons vu qu'elles avaient 
pour équation différentielle 

(ï) r dx^-^ is dx dy -\- tdy^ = 0. 

Quand l'équation de la surface est donnée sous la forme 

l'équation de l'indicatrice est (p. 3) 

l'équation de ses asymptotes est 

par conséquent, l'équation des asymptotiques s'obtiendra en 

remplaçant X — x^ Y — j-, Z — z par dx^ dy^ dz^ ce qui 

donnera 

fndx^ + . . . H- 2/23 dydz^.,, = ç, 
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OU, SOUS une forme condensée, d'-/=o, en considérant 
^j JKj ^ comme des variables indépendantes. 
Comme on a idenliquement 

d'^z =pd^x -h g d^y ^%{^ ^^^ -\- 'is dx dy -\- t dy^ ), 

Féquation (i) peut aussi se mettre sous la forme 

p d^x -\- q d^y — d'^z = o, 

qui exprime que la direction /?, y, — i , de la normale à la 
surface, est perpendiculaire à la direction d'-x^ d-y^ d^z 
de la normale principale à la courbe, donc : 

Dans toute asymptotique, le plan osculateur est tan- 
gent à la surface, et réciproquement ; les asympto tiques 
peuvent se définir des courbes dont le plan osculateur est 
tangent à la surface. 

Le théorème de Meusnier ne peut pas fournir alors le 
rayon de courbure d'une asymptotique, et, en effet, le rayon 
de courbure de la section normale tangente à Tasymptotique 
est infini, et, pour obtenir le rayon de courbure de Tasym- 
ptotique, il faudrait le multiplier par le cosinus d'un angle 
droit. 

Si Ton se souvient (p. 4) que les asymptotes de l'indica- 
trice coupent la surface en trois points confondus ou ont 
avec elle un contact du second ordre, on pourra encore 
énoncer le théorème suivant : 

Les tangentes aux lignes asympto tiques ont un contact 
du second ordre avec la surface. 

Il résulte de la définition même des asymptotiques que, si 
on les projette sur un plan normal à la surface passant par 
une de leurs tangentes, elles toucheront en projection leur 
tangente en un point d'inflexion. 

La formule de Lancret 

d^ =z d^-\- dz 
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se réduit, pour une ligne asymplotique, à 

d^ = d'Zj 

puisque l'angle 6 du plan osculateur et du plan tangent à la 
surface est toujours nul. On peut donc dire que : 

La torsion géodésique d\ine ligne asymplotique est 
égale à sa torsion proprement dite. 

Elle est donc donnée par la formule (p. 28) 

Une ligne asymptotîque ne saurait être plane à moins d'être 
droite : cela résulte de la formule 

d^ = d^ -\- dz. 

Si Ton y suppose rfu = 6, il reste rfA = rfô ; mais la torsion 
géodésique ne peut être nulle que suivant les sections prin- 
cipales, donc <f8 n'est pas nul; mais 9 est l'angle du plan 
osculateur avec le plan tangent; cet angle doit donc être 
indéterminé si la courbe. est plane, cette courbe doit donc 
être une ligne droite. Autrement, si une asymptotique est 
plane, son plan doit être tangent à la surface^ ce plan tangent 
doit donc être tangent suivant une ligne qui alors sera sin- 
gulière, à moins d'être une génératrice rectiligne dont le 
plan sera alors indéterminé. On verrait de même que l'hélice 
ne peut pas être, en général, une ligne asymplotique, car, 
dans la formule di^ :=. d% -\- â?T, il faudrait encore supposer 
rf8 = o, û?T = o, et l'on ne peut pas avoir sur une surface 
di/ = G, si ce n'est le long d'une ligne de courbure. 

XXII. — Lignes asymptotiques des surfaces du second ordre. 

Soit 
(i) Aa;2-f- 672 + 0^2 = 1 

l'équation de la surface dont on désire les asymptotiques ; 
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leur équation est 

/il dx^ -j- 2/23 dy dz-^,, , = 
et, dans le cas actuel, 

Remplaçons dz par sa valeur tirée de (i) : nous aurons 

A »o ^70 ^ \ {kx dx -\-'^Y dy )2 

•^ G I — Aar^— .B72 ' 

c'est-à-dire 

^dy^{\ — kx^)-^ik&xydxdy-^kdx'^(\ — ^y'^^ — o 
ou 

(2) By2(i _ Aa72) -4- 2 ABaT^y 4- A(i — B72) = o. 

Différentions : nous aurons 

■^^' [(i — kx'^^y -\- kxy^ = o, 

d'où l'on lire, en supposant B^o, 

jk'' = o ou (i — kx^)y'-h kxy =0; 

y= o donne des droites que l'on obtient en supposant y 
constant dans l'équation (2)5 en éliminant y entre l'autre 
équation et (2), on a 

c'est l'enveloppe" des projections des génératrices. 



XXIII. — Des lignes géodésiqnes. 

On appelle lignes géodésiques d'une surface celles dont 
le plan osculateur est sans cesse normal à la surface ou, ce 
qui revient au même, celles dont la normale principale coïn- 
cide avec la normale à la surface. Nous verrons plus loin que 
l'on peut encore les définir le plus court chemin d'un point 
à un autre sur cette surface (p. 3n^, t. V). 
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D'après cela, en appelant p^ q les dérivées partielles du z 
de la surface, les équations des lignes géodésiques seront, en 
prenant l'arc pour variable, 

~P~ ~ ~q~ ~ r 

ou bien encore, en appelant A, R, C les coefficients du plan 

osculaleur, 

A/? + B^ — G =0. 

Nous ne nous arrêterons pas à établir l'identité de ces deux 
formules; quant à la seconde, on a adjoint l'équation de la 
surface. 

Si l'on suppose la surface donnée par l'équation 

l'équation des lignes. géodésiques sera 

(a) A/iH-B/2-+-G/3 = o, 

f\,fi^ . . . désignant les dérivées de f. On peut lui donner 
une forme remarquable : si l'on désigne par N le radical 



V!/*î+/^+/^ona 

î)'-(#)'-(#)'= 

ou, en différentiant, 



N 



/i^(4)-^/^^(^')-^/3^( 



N 



o. 



Remplaçonsyj,/2i/3 parles quantités (Px^ d'fy ^'^ qui l^^^r 
sont proportionnelles, quand on prend l'arc s pour variable, 
ou mieux par leurs expressions d^x ds ^ d-s dx^ . . . rela- 
tives à une variable quelconque; nous aurons 

^{d^x ds ~ d'^s dx)d(^\ = o 
ou bien 

V {d'^x ds — d^-sdx)('S dfi - /\ dN) = o, 
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c'est-à-dire 

N ds\dfi d^x - N d^sSdfi dx 

— d^ ds^fi d^x H- c?N c?25 V/i dx = o\ 

en faisant alors usage des formules 

2^f\ dx = o, ^(^/i dx -h fi d^x) = o, 

la précédente devient 

N ds'y^d/i d^x —^d/t dx{N d^s — dN ds) = o; 

cette équation peut s'écrire 



^ dfx dx 



s dN 
ds N 



Telle est la forme donnée par Joachimstahl à l'équation 
des lignes géodésiques, et démontrée par M. O. Bonnet par 
des considérations purement géométriques. 

Pour une surface du second ordre 

X^ y2 z- 

— -4- ^ 1 = I* 



on a 



- 'ÀX ,- ,„ idxd'^x ,j. j idx^ 

/i=-^' dfid^x^ — , df^dx=—~) 

on a donc 

\ dfi d'^x = - dy dfx dx, 

et l'équation des lignes géodésiques s'écrit 

d 7 dfx dx - ^T 

-h ,.7- =0 



2 v^ .. , ds N 



^ dfx dx 
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OU 

~ log ^ dfx dx — \o%ds -H logN =. const. ; 
on a ainsi une inlégrale première immédiatement. 

XXIV. — Propriétés des lignes géodésiques. 

Nous avons défini lignes géodésiques celles dont le plan 
osculaleur est normal à la surface ; d'où ce premier théorème : 

Théorème I. — La normale principale d^ une géodésique 
est normale à la surface sur laquelle elle est tracée. 

Si Ton se reporte alors à la théorie des courbes à double 
courbure et si l'on se rappelle comment une courbe gauche 
se projette sur son plan osculateur, et sur les plans qui lui 
sont perpendiculaires, on pourra énoncer cet autre théorème : 

Théouème II. — La projection d'une ligne géodésique 
sur le plan tangent à la surf ace présente une inflexion au 
point de contact. 

Car le plan tangent passe par la tangente perpendiculai- 
rement à la normale principale. 

Théorème III. — Une ligne géodésique est en général 
un minimum parmi celles qui passent par les deux mêmes 
points. 

En effet, prenons d'abord deux points M et M' assez 
rapprochés l'un de l'autre. Soient c la corde MiNF, s un arc de 
courbe quelconque tracé sur la surface de M en M', R son 
rayon de courbure en M; soient 5' l'arc de géodésique passant 
en M et en M', R' son rayon de courbure en M. On a 



5 = c -4- 



s' = c -\- 



24 R2 
24R^ 
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d'où 

Si les points M et M' sont assez rapprochés, le premier terme 
du second membre donne son signe à ce membre, et par suite 

k s — s'; si donc on a 5'<; s, on devra avoir ^7 <C k^ ainsi : 

De toutes les courbes allant de M en M', la plus courte 
aura en M la plus faible courbure, cette propriété ayant lieu 
quelque petite que soit la corde c; mais, si une ligne est la 
plus courte entre deux points A et B, elle doit être la plus 
courte entre deux quelconques de ses points M et M', suffi- 
samment rapprochés, c'est-à-dire qu'elle doit avoir la plus 
faible courbure eh M, parmi toutes les courbes allant de M 
en M'. Cette propriété ayant lieu quelque petit que soit MM', 
on voit que la ligne minima est de toutes les lignes possédant 
même tangente celle qui a la courbure la plus faible ; donc, en 
vertu du théorème de Meusnier, elle a son plan osculàteur 
normal à la surface. 

Cette démonstration prouve que, si une ligne est minima, 
elle est géodésique; mais elle n'établit que partiellement la 
réciproque, c'est-à-dire qu'une ligne géodésique n'est minima 
que pour des points de son parcours suffisamment rapprochés. 

» 

Théorème IV. — Etant donnée une courbe quelconque 



Fig. 3. 

N N' 



M M' 



MS {fig* 3) tracée sur une surface, on mène les lignes géo- 
désiques MN, M'N', . . . , normales à MS, et Von prend 



MN = M'N' = .... 
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Le lieu des points N, N', . . . sera normal aux lignes MJN, 

M'N', 

Soient r l'arc de géodésique MN, s Tare de la courbe NN', 
V l'angle de NN' avec NM : on a 

dx dx dy dy dz dz 

cosV = i — •<- "^ H . 

àr ds ôr ds Or ds 

Supposons que Ton fasse varier les longueurs, telles que MN : 

on aura 

<)cosV dx d-x dx d'^x 



dr 



dr dr ds Os or^ 



or on a 



dx d^x dy d^y dz d^z i d dx^-^dy^-^ dz^ 
dr dr ds dr dr ds dr dr ds 2 ds dr^ 



1 d. I 

2 ds 



= 0: 



on a donc simplement 



()cosV dx d'^x dy d^y dz d^z 



dr 



ds dr- 



ds dr^ ds dr^ 



d^-x 



En remplaçant -y^ ? 
tions 



parleurs valeurs déduites des équa- 



d'^x 



dr'^ ' 



9= — 



d^z 
'dr^ 



K/1 



qui expriment que la normale principale à la ligne géodésique 
est la normale à la surface (/?, q désignant, comme à l'ordi- 
naire, le %- et le -^- de la surface, R est le rayon de courbure 
de la ligne géodésique), on a 



d cosV _ / dx 
~d7~ ~\d'^P 



'ds ^ ds) ^ ^^_^p±^q 



T !• .• I > 1 !• • dx dy dz 

JLa clireclion /?, q^ — 1 est normale a la direction -^> -^« — ; 

donc 



ds Os ds 



d cosV 
dr 



= 0; 



ainsi l'angle V ne dépend pas de r, on peut donc prendre 
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r = o; alors cosV = o, donc cosV est toujours nul et, par 
suite, le théorème est démontré. 

Remarque. — Si par un point fixe O on imagine une série 
de géodésiques de même longueur OM, on obtiendra une 
courbe que l'on appelle cercle géodésique, et dont le point O 
est le centre, OM le rayon géodésique. Les rayons géodé- 
siques coupent le cercle sous un angle droit. Ce théorème 

peut se déduire du précédent : on peut aussi démontrer que 

d cosV 

— -j — est nul ou que V ne dépend pas de l'orientation de la 

géodésique OM. 

Théorème V. — Si deux géodésiques se coupent sous 
un angle infiniment petit rfw, et si Von porte sur chacune 
d'elles, à partir de leur point O d^ intersection, des lon- 
gueurs égales OM, 0M'=: dl infiniment petites^ on aura 

MM' =dldoi. 

En effet, projetons la figure OMM^ sur le plan tangent à 
la surface en O; soient m et m^ les projections de M et M', 
Om et Om' ont en O un point d'inflexion. 

La différence entre mm' et MM' est du second ordre par 
rapport à chacune de ces deux lignes, on peut donc prendre 
MM'= mm'] l'angle dto se projette en vraie grandeur, car les 
tangentes à OM et à OM' sont dans le plan tangent. Ces tan- 
gentes sont aussi tangentes àOm etOm'; mais, comme il y a 
inflexion en O, les distances de M et m' à leurs tangentes sont 
du troisième ordre, comme mm' est du second ordre : on peut 
remplacer les points m et m' par leurs projections sur les 
tangentes en question, et l'on a alors 

mm'= JMM'= diMdl. 

c. Q. F. D. 

Théorème VI. — La torsion géodésique d'une ligne 
géodésique est égale à sa torsion proprement dite, ce qui 
justifie la dénomination de torsion géodésique. 
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Cela résulte de la formule 

car Q=-, rfO=:oet, par suite, la torsion géodésique est 

di 
ds 



dz 
bien égale à -j-» torsion proprement dite de la courbe. 



Théorème VII. — Les torsions des courbes géodésiques 
qui passent par un même point d^une surface varient donc 
comme les carrés des rayons vecteurs d^une double lemnis- 
cate de Bernoulli, 

Théorème VIII. — Les courbures des lignes géodésiques 
qui passent par un même point d^une surface varient 
comme les courbures des sections normales qui leur sont 
tangentes et, par suite, comme les carrés des rayons vec- 
teurs de V indicatrice. 

Puisque, d'après le théorème II, ce sont des lignes de plus 
petite courbure parmi celles qui sont tangentes à une même 
droite en un point donné. 

Rembarque. — La courbure d'une ligne géodésique tan- 
gente à une asymptote de l'indicatrice est donc nulle, et, si 
l'indicatrice est une hyperbole équilatère, les géodésiques 
tangentes à ses asymptotes auront à la fois une courbure et 
une torsion nulles. 

Les lignes géodésiques donnent lieu à une géométrie sur 
les surfaces, qui a une grande analogie avec la théorie de la 
ligne droite en Géométrie plane; nous avons déjà développé 
quelques-unes de ces analogies : nous nous bornerons à énon- 
cer les propositions suivantes en laissant au lecteur le soin 
de les démontrer. 

Si l'on appelle ellipse géodésique d'une surface le lieu 
des points tels que la somme des lignes géodésiques menées 
de ces points à deux points fixes appelés /bj^er^ soit constante, 
la tangente à l'ellipse géodésique en un point de cette courbe 
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partagera en deux parties égales l'angle des géodésiques allant 
du point de contact aux foyers. 

Plus généralement, le théorème de Poinsot sur les tan- 
gentes aux courbes planes s'applique encore aux courbes 
tracées sur les surfaces; mais il faut substituer aux droites 
qui entrent dans l'énoncé ordinaire de ce théorème des géo- 
désiques. 

XXV. — Lignes de niveau et de pente. 

Les lignes de niveau d'une surface sont les sections paral- 
lèles au plan des xy supposé horizontal. Les lignes de pente 
sont les trajectoires orthogonales de celles-ci. 

Par exemple, dans l'ellipsoïde 



a?2 y^ ?A 

02 "^ 62" '■ C2 



— = I, 



les lignes de niveau ont pour équation 






h désignant une constante, et leur équation différentielle est 

X dx y dy _ 



«2 ■ 62 -^' 
leurs trajectoires orthogonales ont pour équation 

X dv Y dx 

— -^ ^ — = o 

a2 62 

ou 

h^x dy — «2/ dx = o; ' 

en divisant par xy^ elle s'intègre immédiatement et donne 

62 log/ — a2 logo? = r.onst. = logA:, 
et l'on en déduit 
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et, en posant t^ = ^ et en modifiant le sens de Xr, 

y = kx^\ 

ce sont des paraboles si g estcommensurablc. Quand a^=: b^ 
rellipsoïde est de révolution et Ton a des droites, ce qui était 
é\\Aenl a priori. 

Cherchons encore les lignes de pente du paraboloïde hyper- 
bolique 

r 

<j — p — 

X 

Téquation des courbes de niveau est y = rnx : ce sont des 
droites issues d'un point fixe, leurs trajectoires sont des 
cercles en projection. Dans l'espace, ce sont des courbes du 
quatrième ordre. Les lignes de pente de tout conoïde droit 
se projetteront pour la même raison suivant des cercles. 

Les lignes de niveau et de pente des surfaces de révo- 
lution à axe vertical sont évidemment les parallèles et les 
méridiens. 



EXERCICES ET NOTES. 

J. Trouver les lignes asymptotiques et les lignes de courbure de 
riiélicoïde gauche à plan directeur (c'est un conoïde engendré par 
une droite qui s'appuie sur l'axe d'une hélice et sur cette hélice en 
restant perpendiculaire à l'axe). 

2. Trouver les lignes asymptotiques d'un tore engendré par un 
cercle tournant autour d'une de ses tangentes. 

(Concours de licence, nov. 1882.) 

3. Trouver les asymptotiques de la surface 

et montrer que cette surface est de révolution. 

4. Sur une surface quelconque, les lignes de courbure n'ont pas 
d'enveloppe. (Moutard.) 
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o. Trouver les lignes, de courbure du paraboloïde z = xy. 

6. Trouver les lignes asymptotiques du conoïde z = (f( — \ ; mon- 
trer que ces lignes peuvent toujours se trouver par des quadratures. 

7. Trouver les lignes de courbure et les asymptotiques de la 

surface 

xyz = «3. 

8. Si une ligne asymptotique est géodésique, elle est droite. 

9. Si toutes les lignes asymptotiques d'un même système sur une 
surface sont planes, cette surface est réglée et les asymptotiques en 
question sont les génératrices. 

10. Si les tangentes d'une courbe rencontrent une sphère sous un 
angle constant, cette courbe est une géodésique de cône ayant son 
sommet au centre de la sphère. (Paul Serret, Théo/ne géométrique 
et mécanique des courbes à double courbure.) 

11. Si les normales principales d'une courbe font un angle constant 
avec une droite fixe, celte courbe est une géodésique d'hélicoïde 
développable. {Id,) 

12. Si les normales principales d'une courbe rencontrent une 
droite fixe D, cette courbe est une géodésique d'une surface de 
révolution autour de D. {Id,) 

13. Si les tangentes à une courbe rencontrent une droite fixe, 
cette courbe est plane; on peut déduire de là un moyen pour expri- 
mer qu'une courbe est plane. 

14. Toute surface développable est la surface rectifiante de ses 
géodésiqucs. 

lo. Si l'on fait rouler un plan sur une surface développable S, une 
courbe G,* tracée sur le plan, engendrera une surface S'; la courbe G 
sera à la fois dans toutes ses positions ligne géodésique et ligne de 
courbure de S'. Si la courbe G se réduit à une droite, la surface S' 
sera développable. (Monge.) 

16. Toute développable ayant ses lignes de courbure planes est un 
hélicoïde. 

17. Toute développable circonscrite à une surface le long d'une 
ligne de courbure plane est un hélicoïde. 
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18. Toute développable ayant pour lignes de courbure ses géné- 
ratrices et des cercles est un cône de révolution. 

19. Lignes asymptotiques de la surface z =f(x) — /(jk). 

20. Lignes de courbure de la surface 

e-s = slnxs'iny. 

21. Les lignes asymptotiques de la surface tétraédrale 

<■) (f)"-(l)"-(:)"=' 

sont données par (i) et 

m mm 

a-f- p 4- Y = o; 
a, p, Y sont d'ailleurs arbitraires. 
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CHAPITRE IL 

GÉOMÉTRIE SPHÉRIQUE, 



I. — Goordomiées sphériques. 

On peut représenter un point M sur la sphère, en le rappor- 
tant comme il suit à un triangle trirectangle x, y^ z. Soit O 



Fig. i 




le centre {fig* 4) • par x ely nous ferons passer des arcs de 
grand cercle ^Q, yV rencontrant le point M. Nous poserons 

Ç = tangzP, 73 = tang^Q; 

en appelant x, y, z les coordonnées de M par rapport aux axe? 
Oxy Oy, O5, on a 



(0 





5-î' 


n-- 


= 2:. 

z 


En effet, par exemple, on a 








z = OM cos 


MP 


cos<sP, 




X = OM cos 


MP 


sin<sP ; 


L. 


— Traité d'Analyse, VU. 
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d'où 

x sin^P _^ ^ 

- = ô = tangzP = Ç. 

z cos^P ° ^ 

Les formules (i) serviront au calcul des coordonnées sphé- 
riques \ et 'i\ d'un point dont on connaîtra les coordonnées 
ordinaires. 

On peut d'ailleurs, à un autre point de vue. considérer les 
coordonnées x,, r, z comme des coordonnées sphériques 
homogènes. 

Equation d'un grand cercle, — Un grand cercle est la 
trace sur la sphère d'un plan qui passe par le centre : son équa- 
tion est 

(a) kx -\-By -\- Cz = o\ 

en divisant par ^ et en faisant usage des formules (i), on aura, 
pour tous les points du plan (2) situés sur la s.phère, 

(1) A5-+-Br^-hG=o; 

c'est l'équation d'un grand cercle, son équation rendue homo- 
gène est (i). Réciproquement, toute équation du premier 
degré en ^ et tj, ou homogène en x^ jk, ^, représente un grand 
cercle; lorsque cette équation est de la forme 

X cos 0L-\- y cos p -T- ^ cos y = o, 

cosa, cosjâ, cos Y sont les coordonnées homogènes du pôle 
de ce cercle; car ce sont les cosinus directeurs de la normale 
au plan du grand cercle, et par suite les coordonnées du point 
situé à la distance un de l'origine et situé sur la normale au 
plan du grand cercle. 

Équation d'un petit cercle, — L'équation d'un petit 
cercle s'obtiendra en faisant, dans Téqualion d'un plan 

kx + Bj -t- G^ H- D = o, 

x=i $2, j = Tj5, d'où 

(AJ + B7) + G).s + D=o; 
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d'ailleurs, en supposant le rayon de la sphère égal à i, on a 

et par suite 

I 

on a donc, pour l'équation du petit cercle, 

A $ -f- B T, -f- G = D /n- $2 -H r^2 
ou, sous une forme homogène, 

c'est l'équation du cône droit à base circulaire, le pôle du 
cercle a pour coordonnées homogènes A, B, C. 

Distance de deux points, — La distance sphérique 8 de 
deux points ($, y,) et ($', r/) ou (^, y, z) et (^', y\ y) est 
évidemment donnée par la formule 

coso = XX -\-yy -hzz = — ? 

qui n'est autre que l'équation d'un petit cercle. 

Angle de deux arcs de grand cercle. — Il est égal à la 
distance de leurs pôles. 

II. — Théorie des tangentes. 

L'arc de cercle tangent à une courbe représentée par une 
relation entre Ç et yj est facile à trouver, il suffit d'exprimer 
qu'il passe en Ç, y^'et en Ç + rfÇ, ri-^-dr^ ; on a alors, en appe- 
lant E, H les coordonnées courantes, 

Si l'on désigne par 
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OU mieux par 

l'équation de la courbe rendue homogène, l'équation de l'arc 
de grand cercle tangent sera 

^df ^df „âf 

X •- - ■ -h Y -^ -f- Z -/- = o ; 
ôx dy dz 

le pôle de ce cercle a pour coordonnées -^-j ^ > %- ou, si l'on 
veut, rfTj, — rfÇ, r\d\ — \d'(\. 



III. — De la courbe polaire. 

On appelle courbe polaire d'une courbe donnée le lieu 
des pôles des arcs de grand cercle tangents à la courbe donnée ; 
son équation s'obtient en éliminant x,y^ z entre 



(I) 






/( 


^'.y, 


^) = 


= o, 










X 


-àf 

dx 


Y- 


àf^ 

ày^ 




Z- 


àf 
dz' 


et. 


comme on 


a 




















àf 

ÔX 


àf 

y '' 

^ dy 


-\- z 


àf 
dz 


-0, 





on pourra remplacer (i) par 

Hx -{-\y -hZz = o. 

Il existe une sorte de réciprocité entre la courbe et sa 
courbe polaire : ainsi, quand la courbe VJ est polaire de C, 
G est aussi la courbe polaire de G, 

Soient, en eEFet, A, B deux points voisins de la courbe C : 
pour obtenir le pôle de l'arc de grand cercle passant par A 
et B^ on décrira de A et B comme pôles deux arcs de grand 
cercle, leur intersection I est le pôle de AB; or ils sont tan- 
gents au lieu du point I; donc A est le pôle de l'arc de grand 
cercle tangent en I. c. q.f. d. 

Autrement^ pour passer du point A(j?,^, z) de la courbe 
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proposée au point A.'(x', y, z') de la polaire, on décrit un 
arc de grand cercle normal à la courbe et sur cet arc on 
compte un quadrant; on a donc 

L'équation du cercle normal en A est 

(X — x)dr H- (Y - y)dy -\- {Z—z)dz'^ o, 

et, comme x^ 4-^" + z^ = o, on ^ xdx -f-y rf/ 4- ^ rf^ = o ; 
l'équation du cercle normal est donc 

X dx -{-^ dy -hZdz = o. 
Sur ce cercle se trouve le point {x\y, z'), donc 

x' dx -\- y dy -\- z' dz = o ; 
mais, en différentiant (a), on a 

X dx' -i- 07' dx -f- . . . = o, 
c'est-à-dire, en vertu de l'équation précédente, 

X dx' -h y dy' -h z dz' = o, 
qui exprime que le cercle normal en x! y z^ contient le point 

IV. — Courbure et développées. 

L'enveloppe d'une courbe sphérique contenant dans son 
équation un paramètre variable est le lieu des intersections 
successives de celte courbe : la théorie des enveloppes sur la 
sphère se fait comme sur le plan; nous n'avons donc rien à 
ajouter à ce qui a été dit plus haut. Observons seulement que 
la courbe polaire d'une courbe est M enveloppe des grands 
cercles ayant les points de la courbe proposée pour pôles. 

Si, par les extrémités d'un arc ds de courbe sphérique, on 
mène des arcs de grands cercles tangents à cet arc, leur angle 
s est ce que l'on appelle l'a/i^fe rfe contingence géodésique. 



sin*e = 



[2(^'^*>'-->''^'')'] 



en appelant A, B, G les coefficients d^zdy — d^ydz^ . . . 
du plan osculateur. On peut encore écrire, en observant que 

~ dx"^ -h dy^ -+- dz^ ' 

et en appelant 8 l'angle que fait la binormale avec le rayon 
du point (^, ^, 2) et p le rayon de courbure de la courbe, 



d'où 



e 


— 


cos6 

P 


ds^ 


ds 


— 


Y "" 


cos6 

• 

p ' 



donc : 

La courbure géodésique est la projection de la courbure 
ordinaire sur le plan tangent. 
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La limite du rapport -^ est ce que l'on appelle la courbure 

géodésique. 

Le grand cercle tangent en x^y^ z a. pour équation 

AX-f-BY4-GZ = o, 

et, comme il passe par les points {x,y, z) el a: -{- dx^y + dy, 
z -i- dzj on a 

"^X^z dy — y dz) = o\ 
le grand cercle tangent infiniment voisin a pour équation 

^X(^ dy — y dz -\- z d^y — y d^z) = o; 

on a donc 

^x^{Ax -+- Bj -h Czy 
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V. — De rindicatrice sphérique. 

Si par le centre d'une sphère (que nous supposerons de 
rayon un pour plus de simplicité) on mène tous les rayons 
parallèles aux tangentes d'une courbe donnée, on forme une 
surface conique dont la trace sur la sphère porte le nom 
ai indicatrice sphérique de la courbe proposée. Cette indica- 
trice a elle-même une indicatrice que nous appellerons la 
seconde indicatrice de la courbe proposée. 

Théorème I. — Si par le centre de la sphère on mène des 
plans parallèles aux plans osculateurs d'une courbe, les 
arcs de grands cercles qu'ils déterminent sur la sphère 
enveloppent V indicatrice de cette courbe. 

En effet, le plan osculateur étant parallèle à deux tangentes 
infiniment voisines, le plan parallèle au plan osculateur mené 
par le centre de la sphère contiendra deux génératrices du 
cône qui a pour base l'indicatrice; il sera donc tangent à ce 
cône; les traces de ce plan et du cône sur la sphère seront 
donc tangentes. c. q. f. d. 

Théorème II. — Si par le centre de la sphère on mène 
trois axes parallèles aux trois directions principales d'une 
courbe, le premier {parallèle à la tangente) décrira l'in- 
dicatrice, le second {parallèle à la normale principale) 
décrira la seconde indicatrice, le troisième {parallèle à 
la binormale) décrira la polaire de l'indicatrice. 

En effet, la parallèle à la normale principale est située dans 
un plan parallèle au plan osculateur; sa trace est donc située 
sur l'arc du grand cercle tangent à la courbe indicatrice et 

à une distance du point de contact égale à -; le point corres- 
pondant de la seconde indicatrice est précisément situé de 
la même façon, etc. 
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VI. — Théorèmes de M. 0. Bonnet et Jacobi. 

Considérons un polygone sphérique : prolongeons cha- 
cun de ses côtés ab^ bc, cd^ da{Jig. 5), puis des'pointsa^ 6, 
c, d comme centres décrivons des arcs AA', BB', GC, DD' 

Fiff. 5. 




avec un rayon sphérique d^un quadrant, La figure 
AA'BB'CG'DD' partagera la sphère en deux parties 
égales. 

En effet, la figure en question est égale à l'aîre du poly- 
gone P plus la somme des aires des triangles a A A', 6BB', . . . , 
respectivement mesurés par les angles extérieurs A a A', 
B6B', . . . , que nous appellerons a', b', . , . ; en appelant donc X 
Taire en question, on aura 

mais l'aire du polygone P, dont nous supposerons le nombre 
des côtés égal à /i, a pour mesure 

(2) P=2a — (n — 2)71, 

Sa désignant la somme des angles intérieurs du polygone. 
Or a = u — a\ donc Jla= mz — Sa'; la formule (2) devient 
alors 

P = 27C— Va', 
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el (1) devient 

ainsi la surface en question est bien égale à la demi-sphère. 
(Il est inutile de faire observer que, si le polygone P n'était 
pas convexe, les triangles, tels que a AA', devraient être affectés 
de signes convenables.) 

Cette proposition, due à M. Bonnet, a pour corollaire le 
théorème suivant dû à Jacobi : 

Théorème. — La seconde indicatrice sphérique d'une 
courbe fermée partage la sphère en deux parties égales^ 
ety en général, l'indicatrice d'une courbe sphérique fer- 
mée quelconque jouit de cette propriété, ( Les courbes en 
question sont supposées sans points anguleux; si elles avaient 
de tels points, on corrigerait facilement l'énoncé.) 

Pour le prouver, il suffit de supposer que le pol^^gone de 
M. Bonnet se réduise à une courbe; le contour A A' BB'CGDD' 
se réduit alors à son indicatrice. 



VII. — Théorie des images de Gauss. 

Gauss a donné le nom ai' image sphérique d'une portion 
de la surface terminée à une courbe fermée C, à la portion 
de sphère inscrite dans ce qu'il appelle Vimage de la 
courbe C. 

VHm.age de la courbe C est la courbe que l'on obtient 
quand on cherche sur une sphère de rayon un le lieu des 
traces des rayons parallèles aux normales à la surface menées 
tout le long de la courbe C; d'après cela, on voit que : 

• 

Théorème. — Limage sphérique d^une ligne asympto- 
tique est la courbe polaire de son indicatrice sphérique. 

Cela résulte de ce que le plan osculateur de l'asymptotique 
étant le plan tangent à la surface, sa binormale est précisé- 
ment la normale de la surface. 
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Nous allons maintenant démontrer un théorème de Gauss 
qui est d'une importance très grande dans la théorie des sur- 
faces et dont ce géomètre a fait usage pour définir la cour- 
bure (voir Disquisitiones circa superficies cur^as). 

Théorème DE Gauss. — Autour d'un point M d'une sur- 
face^ décrivons une aire fermée dû : soient dO! son image 
sphérique, R et R' les rayons de courbure principaux 
en M ; on aura 

«■<■= »•■ 

Pour démontrer ce curieux théorème, nous prendrons, 
pour élément d'aire û, le triangle ayant pour sommets le 
point M, dont les coordonnées seront x^ y^ z^ et deux points 
voisins ayant pour coordonnées x + dx^y -\- dy^ z -h dz^ et 
X + Sjc, y + ùy^ ^ + 8-3 ; nous désignerons par X, Y, Z les 
coordonnées de l'image du point M, et l'image du triangle û' 
sera un triangle ayant pour sommets trois points dont les 
coordonnées seront X, Y, Z; X -|- rfX, Y -h <iY, Z -j- JZ, 
etX-4-âX, Y-hSY, Z-hSZ. 

La projection de Taire Û sur le plan des xy est 

dy'^x — dx 8/ ; 

la projection de l'aire ^ est dX SX — û^X SY, et, comme les 
aires Q et Û' sont parallèles, leurs rapports seront égaux à 
ceux de leurs projections ; on a donc 

(M^ _ dYoX — dX^Y 
du dy 8d7 — dx ^y 

c'est-à-dire, en vertu du théorème de M. Bertrand sur les 
déterminants fonctionnels, 

d^ _ d{X, Y) ^ 
du ~~ à{x,y)' 
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or, en posant p= ^, q= —, on a 



X = 



donc 



(0 



mais 



\/p*^q^-\-l \/p^-hq^-^l 



d^ ^ djX, Y) ^ ^(X, Y) d(p,q) ^ 
da d{x,y) d{p, q) d{x,yy 



à\ 1 H- q^ 


dX — pq 


dp ~ •*/ 
(/>*-h^«-hi)2 


^9 (^,^^t+,)i 



donc 



^(X, Y) __ (i-+.q^)(i-s-p^) — p^.qi __ 



à{p,q) ip^-i-q^-i-i)'^ {i-^p^-^q*)^' 

or on a aussi, en appelant r. 5, <, les dérivées secondes de -3, 

()(x,y) 
On a donc, au Heu de (i), 

dQ' rt — s^ I 



du (i^pt^qiyi RR'* 

ce qui démontre le théorème énoncé. On en conclut 

si l'on veut l'aîre d'une portion finie d'image, il faudra rem- 
placer dû par dxdy\/i-{-p^-{-q^ et intégrer pour tous les 
points de la portion de surface considérée ; on aura ainsi 

Û' = /* f ""'"'' , da; dy, 
J J (l+jt>»H-î«)* 
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en observant que 
on peut aussi écrire 



-fh 



•6 

La quantité û' dont nous venons de donner plusieurs 
expressions, et qui représente Taire de l'image d'une portion 
de surface, est ce que Gauss appelle la courbure totale de 
cette portion de surface. 

Il est bon d'observer que, l'aire de la surface elle-même 
étant 



on peut la mettre sous la forme 



ou encore 



C rRR'dhsln^d^, 



6 désignant la colatitude et Ma longitude de l'image de l'élé- 
ment dQ, 

VIII. — Sur les images des lignes de conrbnre. 

Soient X, y, z les coordonnées d'un point M appartenant 
à une Jigne de courbure d'une surface S; soient Ç, y^, Ç les 
cosinus des angles que la normale à la surface S fait avec les 
axes; $, vi, Ç seront aussi les coordonnées de l'image du point 
M sur la sphère de rayon un décrite de l'origine comme 
centre. 

Soient R et R' les rayons de courbure principaux en M : 
on a par le théorème de Rodrigues 

/\ dx _ dy _ dz _ 
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or, en appelant ds et rfo- les arcs correspondants de la ligne 
de courbure considérée et de son image, on tire des for- 
mules (i) 

des formules (i) on tire encore 

<ia? = Rû?;, dy = ^d'r\^ û?.5 = Rc?Ç, 

d'où 

d^x^ '^d'^\-\-d\d'^, 

et, par suite, 

(3) dyd'^z — dzd'^y= V^^{dr^d'^X,'- dX.d^r^y, 

donc : 

Théorème — Les lignes de courbure et leurs images 
ont aux points correspondants : i ° des tangentes parallèles; 
7.^ des binormales parallèles ; 3° des normales principales 
parallèles^ 

Par suite, elles ont les mêmes indicatrices sphériques, et 
suivant deux arcs correspondants les plans normaux à la 
surface et à la sphère sont parallèles. 

Deux arcs correspondants ds et rfo- sur la surface et sur 
la sphère sont liés entre eux par la relation 

, ds 

R désignant le rayon de courbure de la courbe tracée sur 
la surface. 

Les images des lignes de courbure forment comme ces 
courbes un réseau orthogonal. 
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Les équations (3) élevées au carré et ajoutées donnent^ en 
appelant p le rajon de courbure de l'image, 

ds^ „. d(j^ 
— = R* — 
R2 p» 

ou, en vertu de (2), p = 1; ainsi le rayon de courbure de 
V image est égal au rayon de la sphère. 

En général, toutes les surfaces parallèles ont des images de 
lignes de courbure coïncidentes ; mais il est clair qu'il exis- 
tera une infinité d'autres surfaces dont les lignes de courbure 
auront encore les mêmes images. 



IX. — Lignes d'une surface dont les images sont les génératrices 

de la sphère. 

Soient 

(i) f{^iy^^) = o 

les équations d'une surface; /«, f^^ /a, ... les dérivées —^ 

-p> ^-> • • • • Cherchons la ligne de cette surface dont l'image 

est donnée par l'équalion de deux génératrices de la sphère 
représentées par les équations 

( /rPi-h/wji-h 71^1 = I, 

/, m, n étant liés par la relation /^ 4- m^ 4- /i^ __ j . alors 
a?!, y\y z^ désigneront les coordonnées courantes. Il faut 
exprimer que la droite 

parallèle à la normale en x^ y^ z k la surface (1). menée par 
l'origine, rencontre la ligne (2); en d'autres termes, pour avoir 
la ligne cherchée, il faut éliminer a?o JKo ^« entre (2) et (3), 
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ce qui donne, en observant qu'à la suite des rapports (3) oh 

^ , . Ixi-^ mvi-^ nzi ^ I 
peut écrire = -y:^ =^ ^ ou même = y^ 7 7-' 

(4) /î -+-yi -t-/^ = (l/i-^mf^ -+- n/a)^ 

cette équation est l'équation d'une surface, imaginaire bien 
entendu, qui par son intersection avec (i) fera connaître la 
ligne cherchée. 

Cette surface (4) est une développable circonscrite à là 
surface (i)*, (i)et (4) représentent la courbe de contact. 

L'équation (4) peut s'écrire 

et, comme les carrés qui figurent dans cette équation ne sont 
pas distincts, elle se décompose en deux autres du premier 
degré en/<, /l^î/sî notre développable se compose donc de 
deux cylindres circonscrits à (1). Ces cylindres contiennent 
la ligne réelle 

■îi = A = ù. 

l m n ' 
si l'on suppose / = o, m = o, /i = i , (4) se réduit à 

(A^A/^^) (A- A /^) = 0, 

et l'on voit ainsi que les génératrices des cylindres en ques- 
tion sont les droites isotropes situées dans les plans paral- 
lèles au plan langent qui contient les génératrices considé- 
rées de la sphère ; donc : 

Si l'on circonscrit des cylindres isotropes {c'est-à-dire 
à génératrices isotropes) à une surface, les courbes de 
contact auront pour images les génératrices de la sphère. 

Rapportons maintenant la surface à son plan tangent et à 
sa normale : son équation sera 

en prenant l'axe des x et l'axe des^ dans les sections prin- 
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cipales, les courbes qui ont pour images les génératrices de 
la sphère ont, en vertu du théorème de Dupin, leurs tangentes 

conjuguées des directions y/ — i et — sj — i *, ces directions 

sont donc -— J — i et J — i , elles sont donc également 

inclinées sur les lignes de courbure; donc : 

Si Von connaît sur une surface les lignes dont les 
images sont les génératrices de la sphère, on obtiendra 
les lignes de courbure de cette surface en cherchant les 
lignes qui partagent en parties égales V angle des pre- 
mières. 

Lorsque sur une surface les rayons de courbure sont 
égaux r-= t et r© = ^oi les courbes que nous considérons 
ont pour tangentes les droites isotropes, et la même chose a 
lieu si To = — ^0 î mais alors ces courbes sont conjuguées et 
l'on voit que : 

Sur les surfaces dont les rayons de courbure sont en 
chaque point égaux et de signes contraires, les courbes 
dont les images sont les génératrices de la sphère sont des 
courbes conjuguées. 

X. — Digression sur une propriété des cercles orthogonaux. 

Cherchons la condition pour que deux familles de cercles 
sur la sphère se coupent orthogonalement; nous allons 
bientôt avoir à nous servir du résultat auquel nous allons 
arriver. Soient 

{ax -h by -h cz )* — (a7*H-j*-H^*) = o, 
{a'x -h t'y 4- c'z)^ — (a?* 4- jî -i- ^* ) = o 

les équations des deux familles de cercles.; nous poserons 
pour abréger 
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en sorte que ces deux équations pourront s'écrire 

(i) P2— R2 = o, P'2_R2 = o; 

les demi-dérivées de leurs premiers membres par rapport à x 
sont 

La condition d'orthogonalité des deux cercles est 

(Pa — a7)(P'a'— a7)-+-(Pè— 7)(P'6' — 7)H-(Pc-^)(P'o' — ^) = o 

ou 

(2) PP'(aa'+66'-+-cc')- P^ — P'2 -h R2 = o. 



z 



La condition cherchée s'obtiendra en éliminant x^ y, 

entre (i) et (2), ce qui donne (en éliminant, ce qui revient 

au même P, F, R) 

aa'-T- bb'-\- ce' =1, 

Cette relation doit avoir lieu, quelle que soit la valeur des 
paramètres des familles de cercles. En particulier, cette for- 
mule doit avoir lieu pour deux systèmes de valeurs attribuées 
à a', 6', c'; les paramètres a, 6, c sont donc liés par deux 
équations linéaires, et, par suite, les plans 

aa7-+- by -\- cz = p 

des cercles de la première famille, p désignant le rayon de 
Ja sphère, passent par une droite fixe; l'autre système de 
cercles doit avoir également ses plans concourants suivant 
une droite fixe. Les équations des plans de nos cercles doi- 
vent donc être de la forme 

(a-{-Xai )x ->r{b -\-\bi )j^ -t- ( c -4- ) Ci )^ = p, 
(a'-+- X'a', )a? -4-(6'-f- \'b\ )j. -+-(c'-h Vc\ )z = p, 

et de plus, on doit avoir, quels que soient A et V, 

(a -4- X aj )( a -h X' a', ) -f- . . . = I 
L. — Traité d'Analyse^ VII. 6 
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OU 



H- ce = 



acd -h hh' 

aa\ -+- bb\ -!- cc\ = 

a' ai -^b'bi -H c'ci = 

«1 a'i H- ^1 Ô'i -4- Cj Cj = 

Ces formules expriment que le produit 



I, 
o, 
o, 
o. 



p 


9 


r 




a 


b 


c 




«1 


b, 


Cl 





P 

a 

a 



1 



q' r' 

b' c' 
b\ c\ 



est nul, quels que soient /?, q^ r, />', q\ î\ et, en particulier, 
quand on prend 



p =z b' c\ — c' b\ , 
p' = bci — cbij 



j -.1 



q = c a^ — Cj a 
q' = cai — ^Cj, 



r r= a' b\ — b' a\ , 
r'= abx — bai\ 



or le produit est alors 

[{b'c\ — c'b\ )(bci — cbi)-h.. .]2; 

il s'annule quand les droites par lesquelles passent les plans 
des cercles en question sont rectangulaires. Donc : 

Pour que deux familles de cercles tracés sur une sphère 
soient orthogonales, il faut : i° que les plans des cercles 
d'une famille concourent suivant une droite; i^ que les 
droites par lesquelles passent les plans des deux familles 
soient rectangulaires. 

Cette condition est évidemment suffisante. 
Nous allons maintenant faire une application importante 
de ce théorème. 



XI. — Surfaces dont tontes les lignes de courbure sont planes. 

Si toutes les lignes de courbure d'une surface sont planes, 
leurs plans, en vertu du théorème de Lancret (p. a5), cou- 
pent la surface sous un angle constant; l'image sphérique des 
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lignes de courbure est formée par l'intersection de cônes de 
révolution ayant leurs centres au centre de la sphère, avec 
la sphère; les images sphériques des lignes de courbure sont 
donc des cercles orthogonaux, et par suite, en vertu du para- 
graphe précédent, ces cercles ont des plans qui passent par 
deux droites de directions perpendiculaires. Ainsi les lignes 
de courbure des surfaces en question sont nécessairement 
situées dans des plans parallèles à deux droites rectangulaires. 



EXERCICES ET NOTES. 

1. Si l'on appelle ellipse sphérique l'intersection d'un cône de 
second degré avec une sphère décrite de son sommet comme centre, 
étudier, à l'aide des coordonnées sphériques, les propriétés de cette 
courbe. En particulier, démontrer qu'il existe deux points sur la 
sphère, /et /', tels que, si M désigne un point de la courbe, on ait 
M/dz M/' = const., et que la tangente partage en deux parties égales 
l'angle de M/ avec M/'. 

2. La loxodromie est une courbe qui coupe sous un angle con- 
stant tous les méridiens passant par le même pôFe : trouver l'équa- 
tion différentielle de cette courbe; elle est en coordonnées polaires 
<i6 =csinôû?«li, c désignant une constante. La projection stéréogra- 
phique de la loxodromie est une spirale logarithmique; cette pro- 
priété peut servir à trouver un grand nombre de propriétés de la 
loxodromie. 

3. Trouver l'équation de la développante sphérique d'un petit cercle 
de la sphère (hélice sphérique). 

4. Trouver les trajectoires orthogonales de tous les cercles de la 
sphère qui passent par deux points fixes. Trouver les projections 
stéréographiques de ces trajectoires. 

5. En général, si /(6, t};)=o représente une courbe sphérique 
y(aarctangp, a)) = o représentera en coordonnées polaires p, w la 

projection stéréographique de cette courbe. 

6. Etudier les courbes sphériques qui ont pour projections stéréo- 
graphiques des coniques des ovales de Descartes, des ovales de 
Cassini. 
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7. D'un point P comme centre, pris sur une surface S, décrivons 
une sphère infinitésimale, qui découpe sur cette surface une courbe 
de périmètre G ; soit C le périmètre de l'image sphérique de G, soient 
Rj et Rj les rayons de courbure principaux de S en P; on aura 



"'"%' = î(R;''ÏÏi)- CR-Sturm.) 
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DES COORDONNÉES CURVILIGNES SUR UNE SURFACE. 



I. ~ Préliminaires. 

On peut remarquer que, dans la plupart des systèmes de 
coordonnées que l'on emploie (nous laissons, bien entendu, 
de côté les coordonnées tangentielles), la position d'un point 
est donnée par l'intersection de trois surfaces : ainsi, dans les 
systèmes de coordonnées rectilignes, les trois surfaces sont 
trois plans parallèles aux plans des xy^ des xz et des yz ; dans 
le système des coordonnées polaires r, 6, \ les trois surfaces 
sont une sphère de rayon r, un cône décrit, autour de l'axe 
des z ayant 8 pour demi-angle au sommet, un plan passant par 
l'axe des z et faisant l'angle if avec le plan des xz .... Dans 
chacun de ces cas, trois paramètres ;r, j^, ^ ou r, B, tj^, . . * 
font connaître les surfaces coordonnées. 

En se plaçant à ce point de vue, Lamé a été conduit à intro- 
duire dans la Science un système très général de coordonnées 
dites curyilignes : voici en quoi il consiste. Soient 

X(a?, _/, ^) = const., (Ji(a7, j^, .s) = const., v(a?, j^, ^) = const. 

les équations de trois familles de surfaces. Quand on se don- 
nera les valeurs constantes de \ [x, v, on aura trois équations 
qui feront connaître J?,y, z et qui, par suite, détermineront en 
général un certain nombre de points dont les valeurs con- 
stantes \ [Ji, V seront les coordonnées curvilignes du point 
X, y^z\ réciproquement, x^ r, z étant donnés, on en conclut 
\ [X, V, et par suite un point quelconque aura ordinairement 
des coordonnées curvilignes. 
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L'avantage des coordonnées rectilignes est de déterminer 
toujours un point de l'espace et un seul. Il semble alors que 
l'on doive toujours leur accorder la préférence; nous verrons 
cependant que les coordonnées curvilignes ont aussi leurs 
avantages. En particulier, quand il s'agit d'étudier les lignes 
tracées sur une surface, il semble naturel de faire entrer la 
surface en question dans un système de coordonnées curvi- 
lignes; la coordonnée relative à cette surface restant constante, 
on n'a plus alors que deux variables à considérer. C'est ainsi 
que, pour étudier les figures tracées dans le plan, on peut 
prendre ce plan pour plan des xy^ et la coordonnée z n'inter- 
vient plus. 

. Nous commencerons l'étude des coordonnées curvilignes 
par celle des diverses lignes remarquables que l'on peut tracer 
sur une surface donnée et en particulier sur le plan. 

II. — Coordonnées curvilignes dans le plan. 

Si l'on considère deux équations 

(a) U({x,y) = \ ^{x,y) = \i, 

ou les équations équivalentes obtenues en les résolvant par 
rapport kxety^ 

(a'ï x = ^(l,ii\ 7 = W(X,Ht), 

elles représenteront deux courbes variables de forme avec les 
paramètres X, [x; ces courbes parleurs intersections détermi- 
neront des points variables, mais ayant une position fixe 
quand X et [jl seront fixes ; X et [Ji étant donnés, certains points 
du plan seront déterminés : X et [jl seront alors les coordon- 
nées curvilignes de ces points. 
Si l'on pose, par exemple, 

X — Xcosii, y = Xsin(jL, 
X et [JL seront les coordonnées curvilignes polaires du point 
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(^,j/"); en se donnant \ et [jl, on détermine un point par Tin- 
tersection du cercle 

et de la droite 

^ =tang{a. 

En général, X = const., [jl = const., représenteront deux 
familles de courbes que l'on appelle lignes coordonnées ; 
quand ces lignes se coupent partout sous un angle droit, on 
dit que les coordonnées sont orthogonales. 

Pour que les équations (a) définissent un système de coor- 
données orthogonales, il faut évidemment que l'on ait 

dX du. âl du. 

quels que soient x et y^ ou bien encore 

dx dx ày ày 



en efiet, cette dernière équation exprime que le déplacement 
dx ^ dy 



cfk, -^ cfkj effectué sur la courbe [jl = const., est perpendi- 



culaire au déplacement -r- â^jx, j- d^ effectué sur la courbe 

"k = const. 

Soit ds la différentielle d'un arc de courbe quelconque 
tracé dans le plan et passant par le point dont les coordon- 
nées rectilignes sont ^, y, et les coordonnées curvilignes \ [x ; 
supposons les coordonnées x, y rectangulaires : on aura 



Si l'on pose 



(b\ ;m = (^-^ 









^ dx dx dy dy 
dX (^(x ' dX d[L 
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(c) ds^ = Ldl^-\'iRd'kdii.~\-Mdii^, 

et, si les coordonnées X, [jl sont orthogonales, 

ds^ = hd'k^-hMdii^. 

Il est facile de voir que, si dans (c) on fait [JL = const., on 

aura rfjji = o et ds^ = LrfX*, d'où ds = y/L d\, de sorte que 

y/L d'k et y/M rfjji sont les éléments d'arcs des lignes coor- 
données. 

Si l'on appelle l'angle que les lignes coordonnées font 
entre elles et e l'angle de l'élément ds avec la ligne [jl r= const., 



on a 



cos6 = 



ou 



dx dx dy dy\ / \ l^^\^ 
d'k dix dX d}x) 



■■vm-mmr-^m 



cos6 = 



R 



si ni 
sin6 



v/lm' 

v/M â?[JL 

ds 



et, en coordonnées rectangulaires, 

V^M d\i. 
tanet — ^—— — ^• 

s/hd\ 

Calculons le rayon de courbure p d'une courbe quelconque 
en un point X, [jl. On a 



ds^ 



d^y dx — d^x dy — 



d^ X d^y 
dx dy 



multiplions par le déterminant 

dx dx 
~dK J(JL 

dy dy 
d\ d}x 



=i/[(l)"-(S)l[(?)"-fs^)1-(?--**^' 



d\ d\L d\L d\) 



= /LM — H^; 
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nous aurons 



/LM_R,^ = 



d^x àx 



V^ o^x ox ^^^ v^ 



d^x dx 



d\ 



fl^fX-H^ 



d^x dx 






e/(JLî 



OU, en vertu des formules (b) 



v/LM — R» 



C?.93 



I dL ^^ ÔL ^. , /ôR I dM\ , , 

L rfX -f- R G?(x 



Si nous supposons les coordonnées orthogonales, R = oet 
l'on a 



ou 



/Tin- ^*' 

P 



P 



dl 



d\^ 



1 -r- dk d^i -^ d[i^ 



dix 



âl 



hdl 



^dl^{Mdii^-^Ldl^-\ 



âl 






d\d^[M ~ d[x — h -^ d\ 



m 



âl 



-dix^M^dix^L — diy 



Supposons que la courbe soit la ligne coordonnée [x = const.: 
appelons p^ son raj^on de courbure, nous aurons 



1 1/ LM = û?X8 L -- 



on en déduit 



I à\. 



on aurait de même 



Pix 2Lv/M c'p.' 
PX " aM /L ^^ 



Enfin Taire élémentaire, comprise entre deux lignes coor- 
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données )^ = const., X -f- rf). = const., et deux autres lignes 
[X == const. , [JL + rf[x == const. , est ^/LM dX d^ sin 6 ou 

/LM — R2 tA c?|i 

et, en coordonnées rectangulaires, 

y/\M d\ d\i.. 

III. — Coordonnées curvilignes d'un point sur une surface. 

Soîtv =: const. = Vo l'équation d'une surface donnée fixe, 
on peut toujours supposer que cette équation soit la résul- 
tante de trois autres, telles que 



X 



?(>^j \^)y y = x(^' f^)» ^ = 'K^' v-)^ 



entre lesquelles on aurait éliminé \ et [jl. Quand on pose 
\ z= const. = )^0î ^^y et z sont liés entre eux, d'abord par la 
relation générale v = Vq et puis aussi par une autre relation, 
telle que 

le point (^, j/-, z) décrit alors une courbe que nous pourrons 
considérer comme représentée par l'équation X = )^o 5 l^s 
courbes ainsi obtenues en donnant à X et [jl des valeurs déter- 
minées portent le nom de lignes coordonnées, 11 est clair que 
sur une surface il est possible de tracer une infinité de systèmes 
de lignes coordonnées. 

Si l'on se donne à la fois ). = Xq et [ji =^ [Xo, on détermine 
deux lignes coordonnées dont les intersections font connaître 
les points ayant pour coordonnées Xq et [Xq. 

Soient/?, /?',/>'' les coefficients directeurs de la normale à la 
surface considérée au point (a:, y,z)ou (X, [jl). Exprimons que 
cette normale est perpendiculaire aux tangentes aux courbes 
). = const., [JL = const. passant en x^ y^ z : les coefficients 
directeurs des tangentes en question sont faciles à trouver, 
si l'on observe que, sur la courbe \ =^ const., [x varie seul et 
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que x^ y^ z sont alors des fonclioDS de [Ji. Les coefficients 
directeurs de la tangente à la courbe X = const. sont donc 

dx dy dz 

T-> ^— > ^ et, par suite, on a 

dx , dy - dz 

I()x , dy „ dz 

p^ p\ p" sont déterminés à un facteur près et Ton peut poser, 
en vertu des formules (i), 

(") p—dîxvy ^"àârW)' ^-^ôTlT)- 

De (1) Ton conclut d'ailleurs, en multipliant la première par 
cfk, la seconde par rfjji et en ajoutant, 

(3) p dx -hp'dy -hp^dz =0y 

pour tout déplacement dxj dy^ dz effectué sur la surface. 

[Cette formule (3) établit de nouveau l'existence du plan 
tangent ; en effet, elle prouve que, si (i) ont lieu, c'est-à-dire 
que s'il existe une droite normale à deux tangentes passant 
en x^ jKi z sur la surface, elle est normale à toutes les tangentes 
passant par ce point; donc le lieu des tangentes au point x, 
y^ z k\di surface est un plan.] 

Supposons que l'on se donne une relation entre )^ et [jl : le 
point (ir, y, z) ou X, [jl décrira une courbe sur la surface v n= v© 
et les coefficients directeurs de la tangente à cette courbe 
seront dx, dy^ dz, c'est-à-dire 

dx j^ dx , 

-dî'^-^d^'^^' •••• 

Calculons l'élément d'arc ds de cette courbe : on a 

ds^ = dx^ + dy^ -h dz^ ; 
en remplaçant dx, dy, dz par leurs valeurs exprimées en X 



et [JL, à savoir 
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dx 
dy 
dz 



1^ 



àx 



rffX, 



%^^^ 



dz 



d^. 



on trouve 



(4) û?52 = Lca2H-2Râ?X^|JL-+-Mrf(x2, 

formule où l'on a posé 



(5) 



^ = (I)' 

_ dar àx 

^ 5x ^ 



0l/\2 /^^\* 






u;' 



^7 ^ 



dz dz 



d\ à^i 



- 9 



M 



dx\^ 



(: 



dyy fàzy 



Quand les courbes )v=const., [ji = const. se coupent à 
angle droit, on dit que les coordonnées sont orthogonales; 
alors on a évidemment R = o, en vertu de la seconde for- 
1 /t^\ dx dy dz ^ dx dy dz ^ , rr» • ^ 

mule (5), car --j -^> -^ et 3-, ,-> -r-, sont les coethcients 

^ ^ dl d\ dX d\k d^L d(x 

directeurs des tangentes aux courbes [jl= const. et ).= const. 
La formule (4) se réduit alors à 

Nous signalerons la formule 

(6) LM — R2=/?2H-/?'2-f-y2, 

que l'on vérifie en observant que, en vertu de (a), 



f dx dx dy dy 
\ ?i\ du. fi\ diî. 



mïHïïHm 



dz dzy^ 
K'dï d^L^^ ^ d^u'^dX d^J • 



en vertu des formules (5), cette équation se réduit à (6). 
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Soient l'angle que les deux lignes coordonnées font entre 
elles, i l'angle qu'une ligne donnée fait avec laligne (Jir=const. 
passant en x^ y, z, 

\^ Les longueurs des arcs de lignes coordonnées s'obtien- 
dront en faisant dans (4) successivement d^ = o et û?X = o ; 

ainsi \Jh(ïk et \JMd^ sont les longueurs des arcs élémen- 
taires des lignes [Ji = const., \ = const. 
2*^ On a 

\fLd\ __ sin(Ô — i) 

d'où 

/Mû^fjLsinO 



tang i = 



y/M c^jjLCOSÔ H- /L û?X 

Ces formules se démontrent à l'inspection du triangle ayant 
pour côtés l'arc de courbe donnée et les arcs des courbes 
|JL = const., \ = const. 

3® D'ailleurs, en appelant V l'angle de deux arcs de courbe 
passant en ^, y, z, on a 

dx ox -h dy ^y -h c/z ^z 

cosV = • •; — ^ 

en désignant par un d un déplacement effectué le long d'une 
des courbes et par un 8 le déplacement effectué le long de 
l'autre. 

Supposons qu'il s'agisse des lignes coordonnées : on aura 

V = 6, 

dx — -^ dl, dy = -^ dX, dz = -rr dl, 
dA dA ok 



donc 



8^ = |rf^ h=%di., 8^=^rf|x; 



/dx âx ây dy dz dz\ 



\d\ d\k d\ à\i. d\ à\t.) y^L/M 



ou 



R . ^ /LM — R2 ^ /LM ~ K2 
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IV. — Sur les cosinus directears de la normale. 



Lorsque les coefficients directeurs />, p\ /?" sont les 
cosinus a, p, y directeurs de la normale, on a 



a 



àx 
dî 

dx 
dix 



? 



dy dz 



d\ 



^ôî 



Q dy dz 

^ dix '^^ dix 



= o, 



= o; 



mais on a, en outre, 



a* + p* -h y' = ï 



et, par suite, 



%l ^ ^dî^^ dî 



= o, 



doL 



a 



dix ^ dix 






dix 



et, en éliminant a, p, y, 



dx dy dz 
dl dl dl 




doL d'^ d^{ 
dl d\ d\ 


-0, 


doL d^ d-( 
dix dix dix 





dx dy dz 
dix dix dix 

da d^ d^ _ ^ 
dî dî '^ ~^' 

doc dl d^ 
dix du dix 

mais ces relations ne seront distinctes que si l'on n'a pas 

dx ^ dx ^y , ^y ^^ , ^^ 

dX ' dix ~ dî ' dix ~ dl ' dix^ 

auquel cas ^, y, z seront fonctions d'une seule variable, ce 
qui ne peut pas avoir lieu. Ces relations seront illusoires si 

doL d'^ dy . . ^ da d^ dy î . ^ j- 

-r-> -~y ~~ sont proportionnels a -r-, —t -r^, c est-a-dire si 

d\ d\ dl ^ ^ dix dix dix 

oLj [3, y sont fonctions d'une seule variable, c'est-à-dire si la 

surface est développable. 



DES COORDONNÉES CURVILIGNES SUR UNE SURFACE. gS 

On voit donc que, pour toute surface non développable, 
il y aura deux relations entre les dérivées de x^y, z et des 
cosinus directeurs a, jî, y. , 

y. — Des systèmes de coordonnées les plus simples. 

Liouville a montré, dans une Note insérée dans son Journal, 
que l'on pouvait toujours, sur une surface donnée, choisir les 
coordonnées curvilignes, de telle sorte que Ton ait à la fois 

L = M, R=:o, 

où L = o, M = o. Voici son analyse : nous avons trouvé 

Décomposons le second membre de cette formule en facteurs 
du premier degré de la forme PrfX + Q rf[JL, ces facteurs seront 
imaginaires conjugués. Si ces facteurs ne sont pas des diffé- 
rentielles exactes, comme ils sont conjugués, ils auront des 

facteurs intégrants de la forme m -\- n y/ — i , m — n ^ — i qui 

les transformeront en différentielles exactes doL + rfj3 \J — i . et 

rfa — rfp y/ — 1 ; on pourra donc poser 

d% -+- ^3 s/— I d'x — d^ si — I 



ou 



ds^ = 

m-\- n sj — I m — n y — i 

_ d.^ H- d?^ , 

d'où résulte que l'on peut toujours^ et d^une infinité de 
manière, prendre M = L, R = o. Les lignes coordonnées 
forment alors ce que Ton appelle un réseau isométrique. 
Supposons maintenant qu'on ait trouvé à la fois 

on en conclura 
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mais, 7! et ^' étant fonctions de a et de p, on a 



^' - a ^ - % ^)'-' 

en substituant ces valeurs dans la formule précédente, on a 
identiquement 

^.,.[._v(5)'-..(|)']=o. 

Égalons à zéro les coefficients de rfa^, ^^2 ^^ doLcl^; élimi- 

A 
nons --;> nous aurons 

A 






\da) '^[àa) -"UP/ "^W?/ • 



Si l'on multiplie la première équation par 2y/— 1 et si on 
l'ajoute avec la seconde, on a 

donc 
ou 
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cette, formule peut s'écrire 

donc 
on 

Les deux formes obtenues pourrf^^ ne sauraient donc différer 
que par l'emploi d'un facteur d'intégrabilité. 

Signalons enfin l'emploi d'un sj^stème de coordonnées 
dites symétriques. Supposons ds^ de la forme 



si l'on pose 



il vient 



é/52 = A(c?X2-^û?Jx^); 

dk -H d\i. \J — I = d\^ 
dk — d\i. y — I = c?7) , 

ds^ = Kd\ dr^. 



Ainsi ^5^ peut affecter la forme iKdTkdY-t mais R est néces- 
sairement imaginaire; ces lignes de coordonnées imaginaires 
sont de longueur nulle. 

D'après ce qui précède, c'est parmi les coordonnées symé- 
triques que l'on pourra espérer rencontrer le maximum de 
simplicité dans la plupart des calculs. 



VI. — Applications. 

Pour trouver un réseau isométrique sur la sphère, appli- 
quons la méthode de Liouville. En prenant d'abord pour 
lignes coordonnées des parallèles et des méridiens, on a 

ds^ — a«(û?0« H- sin^O d^^) 

= a«(û?0 H- /^ sinO d^){d^ — /^^ sinô d^)\ 

les facteurs intégrants des facteurs qui figurent dans l'expres- 

L. — Traité d'Analyse, VII. ^ 
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sion de ds'^^ sont tous deux égaux à-7— ^; on pourra donc 



sinÔ 



f 



écrire 



= a«sin26c?(logtangJ 6-1- y^^^ <];) j(log tang^ 6 — y/ — i ^) 
= a' sinî 6[(rf log tang^ 6)* -f- â?<j>î]. 

Nous poserons 



Iogtang-6 = A, tang- — c^, sinO= r 



ou 

1 



sin6 = 



il en résulte 

ds^ = ^^^^ , (dk^ -h d^i); 

les équations de la sphère seront 

•iCOSll» 

37 = a — ^ V) 

e— ^-i--e^ 

j^ = a — ^ '—y 

z = a • 

pX -4- ^— X 



VII. — Rayon de courbure d'une section normale. 

Les équations de l'axe du cercle osculateur sont 

(X~x)dx -\-{Y—j^)dy -h{Z — z)dz =0, 
(X — x)d^x -^ {Y — y)d-^y -^-(Z ^ z)d^z = ds^; 

si Ton coupe par la normale à la surface, on obtient, comme 
l'on sait, le centre de courbure de la section normale menée 
par la direction dx^ dy^ dz. Soit p le rayon de courbure de 
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cette section : les équations de la normale seront 

X — ^_Y — .X_Z — z p 

p ~ p' ~ p" ~ ^lM^W^' 

l'élimination de X — x, Y — y, Z — z donne 
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(a) 



Posons 



(p d>x-\-p' d^y -^-p" d>z) 



V/LM — R2 



= û?52. 



d'^x 



j^'^y , ../ 



dX2 



-h/? 



d^z 



(8)U 



d^x 



j à\r 



d^z 



dX dii d\ d\k dX d\i 



d^x 
'd^ 



, d^y 



+ />' 



d^z 
d^ 



d^x 


d^y d^z 




d\^ 


dl^ dl^ 




dx 


dy dz 




d\ 

• 


dl dX 


— i 


dx 

d{JL 


dy dz 
d^ d^L 




d^x 


dly 


dW 


d\d}x 


. d\ d\i. dX d[t. 


dx 
dl 


dy 
dX 


dz 
dX 


dx 
d^ 


dy 
d^ 


dz 
di. 


d^x 


d^y d^ z 




d\x.i 


d(JL2 d{JL2 


- 


dx 
d\ 


dy dz 
dX dX 


— ; 


dx 
d^ 


dy dz 
d^ d^L 





= r, 



nous aurons, au lieu de (a), 

^ o AM - R2 

on en conclut 



{LdX^-i-iRdXd[L'hMd[i'^); 



(9) 



\/LM — R« _ ldk^-^o.rdXd\}.-^m ^fi» 
p "" L t/X» -H 2 R û?X û?(jL -h M d\i^ 



Si l'on veut le maximum et le minimum de p, c'est-à-dire 
les rayons de courbure principaux de la surface, il faudra, 
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d'après ce que Ton sait sur le maximum des fractions dout 
les deux termes sont du second degré, exprimer que l'équa- 
tion (9) en -1- a deux racines égales, ce qui donne 



l , t — L^ (m " — M 

/LM — R2 / V /LiT— R» 

Telle est l'équation aux rayons de courbure principaux de la 
surface. 

Si dans l'équation (9) on fait d^- =^ o, elle fournira le 
rayon de courbure p de la ligne jjl = const. ; ainsi l'on aura 

y/LM — Rg _ l 

ou 

L v^LM — R2 



1 = 



\/LM R2 


m 


Ph. 


M 


Mi/LM- 
m = 


-R2 



PX Ph. 



Les ombilics s'obtiennent en exprimant que la formule (xo) 
a des racines égales, ce qui donne 

(M/^-Lm — 2Rr)2— 4(r2— /m)(R2— LM) = o; 

mais on les obtient plus facilement en posant - =: x 

^ ^ ^LM - R« 

dans (10), ce qui la transforme en 

(ra? — R)2 — (/a? — L)(/na? -- M) = o. 
Les racines de cette équation sont séparées par 

L M 

— 00, -, — et H- 00 ; 
l m 

pour qu'elles soient égales, il faut que 

L _ M _ R 

l m r 

telles sont les équations des ombilics. 
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VIII. 



Théorème de Ganss. 



En vertu de (8), on peut écrire 

d^x 

Im-r^^ ^ ^ :^ ^ _ ^ 

dx 

^ ••• 

efiectuant les calculs par, la règle de la multiplication des déter- 
minants, on trouve 



d^x d^y d^z 




d^x 




d\^ dl^ dX« 




dii^ ' ' ' 




dx dy dz 
dX d\ dl 




dx 

_ • • • 

d\ 




dx dy dz 




dx 




d(jL d^j. dyi 




à}-- ••• 





Im = 



d^x dx 



iri 0*37 o^x y^ 0^x dx ^ 
2d'd\i 'd^ 2à'd}^l^ 2d 

2 



r« = 



2 

2/ d^x 

5: 



dx d^x 
'dï "^ 
dx d^x 
^ 'dï^ 



my 2 



2 



dx dx 
dX dïl 



dii) 
d^x dx 



d^x dx 



2 



dX dii dl 
d^x dx 



2àdldii dl 

2 



/dxy 



2( 

2 
2 



d^x dx 
TX» d^L 

dx dx 
dX d^ 
/dx\^ 






dx dx 



d\ d^i d^i ^ak d\ d]x 



20X ox '^ 



d^x dx 
dl djx d^i 

dx dx 
àï dîi. 

/dxy 



Or, en différentianl les formules (5), on a 



i dh __^ "^ d^x dx 1 dh v^ d^x dx 

â 'd\ ""^"5X2 dX' 2 ^ 



I m 

2 dl 



d^x dx 



(II) 



2à dl dyi d^i. 

dR _ Y 

dl ''2a 

?=2( 



I m 

1 dii 



2 
2 



dldiL dl 
d^x dx 

d|JL* diL 



dl ''2à\dl^ dii 



/d^x dx 



d^x dx\ 



d^x dx 



d'où 



dl diJL dii 



dldix dl/ 
d^x dx\ 



2 
2 



d^x dx _dR _^i dL 
'dîî 'dïJL~"dî îi dyi' 

d^x dx _dK f dM 

^ dX ~~ ^ a dX 



I02 



(1-2) 
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De ces formules, on tire encore par dlfférentiation (des deux 
dernières) 



2 
2 



d^x d^x 

d^x d^x 
"5X2 "^ 



2 

2 



d^x dx 



â^K 



I d^L 



_ ^t^m • 



on a ensuite 



2 
2 



d^x dx 



d^x dx 



2< 
2 



De ces quatre formules on tire 

"^ d^x d'^x -^ 



dyxY_ I d^M 
jdïd^) ~ a dX2 
d^x \2_ I d^h 



d^x d^x VI / d^x \2 d^R 






j = 



les déterminants Z/n et r^, ou plutôt leur différence, peut 
alors s'écrire 



2 



d^x d^x i dh dK i dh 



dX2 c/[jl2 2 dX dX a d[x 

i ^ 
a (^X 

()R _ j^ ()L 

d\ '1 d^j. 



L 
R 



R 
M 



/ d^x y 

\dl dix) 


I dh 


I dyi 


2 diJi 


a c)X 


1 dh 
1 d\L 


L 


R 


I dU 
a d\ 


R 


M 



ou encore, en vertu de (a), 

(^2R I d^h I a2M 



-"^U<^ix- 


a d{x2 a ^X2 7 












I ()L dR 1 dh 






I dh 


I dM 





a dX dX a dfx 




o 


a dfx 


a (^X 


I dh 

a dX 


L R 




1 dh 
a c^fx 


L 


R 


dR I dh 

dX a t^ji. 


R M 




I dM 

a dX 


R 


M 



= Im — r- 



Cette formule, dont la démonstration est peut-être un peu 
longue, montre que le produit des ra.jons de courbure prin- 
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.3. 

cipauK —j -^ — ne dépend que des quantités L, M, R et 

de leurs dérivées; la quantité inverse est ce que 

(LM — R2)î 

l'on appelle, d'après Gauss, la courbure totale ou courbure 
sphérique de la surface^ ainsi : 

La courbure totale d^une surface est déterminée en 
chaque point, quand on connaît les quantités L, M, R, qui 
permettent de mettre la différentielle d^un arc de courbe 
tracé sur la surface sous la forme 

résultat de la plus haute importance, comme on le verra. 



IX. - Équation des lignes de courbure, des lignes conjuguées 

et des lignes asymptotiques. 

Nous rappellerons que des lignes forment un réseau de 
lignes conjuguées quand elles peuvent se partager en deux 
séries, telles que toutes les courbes de la première série ren- 
contrent celles de la seconde, de telle sorte que les tangentes, 
au point de croisement, soient des diamètres conjugués de 
l'indicatrice en ce point. Elles deviennent lignes asympto- 
tiques si les diamètres conjugués en question sont des asym- 
ptotes de l'indicatrice. 

L'équation de l'indicatrice se trouve en observant que le 
carré w- de son rayon vecteur est égal au rayon de courbure p 
de la section normale correspondante; la formule (9) donne 
alors 



. y/LM — K'^ _ ldk^^ird\d\i.-^ md\ï.^ 
ou encore 



I04 CHAPITRK III. 

Or, en prenant dans le plan tangent, pour axes de coordon- 
nées, les tangentes aux lignes [x = const., X = const., on a 
les formules de transformation de coordonnées 

X _ s/Ldl Y _ /Mrf(x 

u ^ ds ^ u ds ^ 

la direction de u étant celle de ds. On tire de là 

dl X du. Y 

ds ^j, ds y/jvi 

et (c) devient 

(.3) ^onrR,.^x.-.^.-SY. 

Cette équation prend une forme plus symétrique en obser- 
vant que 

ft R I cos6 

cose=— = ou -— =z = -^-; 



on a alors, en remplaçant y/'LM — R^ par l'unité, ce qui n'al- 
tère que la dimension, mais non la forme de l'indicatrice. 



i=-^X«4-'^Y2+ ^XYcosO. 
L M R 



Telle est l'équation de l'indicatrice. 

Y Y 
X' X 



y Y' . 

Pour que deux directions, -^? y-?? soient conjuguées, il faut 



que l'on ait 

i.XX'+ -^ (XY'-i-YX')-+-S YY'.r.o 

ou, en vertu de (rf), 

(i4) Z fl?X SX H- 2r(</X 8(H- rf|jL 8X)-^ /nrfp, 8[x = o, 

SX, 8[JL désignant des différentielles relatives à la direction 
conjuguée de d\ d^K, Si l'on observe que 

dx . dx 
dx — ^z dk -\- --- du., 
ok 0\L ^ 
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la formule (i4) pourra aussi se mettre sous la forme 

d^x dùy d^z 

dx dy dz 
{i^ bis) dX dX d\ =o. 

dx dy dz 
dii d^ d^L 

Pour que les lignes ). = const., ijl = const. soient coordonnées 
conjuguées, il faut que (i4) ou (i4 bis) soient satisfaites 

pourû?A= o, 8[x =: o où que 

r — o. 

Ce résultat important que j'ai donné pour la première fois 
dans une note de mon Traité de Mécanique peut s'établir 
directement comme il suit : 

Pour que les directions dXy dy^ dz et 8^, 8y, tz soient 
conjuguées, il faut que 

rhx dx -\- is{^x dy -\- 8 v dx) -^ t^y dy = o, 

et par suite, pour que les lignes coordonnées soient conju- 
guées, il faut que 



(«) 



dx dx 
^dldïi 



or on a 



/dx dy 



dz __ dx 

5X ~^dî 



dx dy 
d^ dX 



dy dy _ 
^ dl d^"""' 



dz_ _ 
dyi dfx 



d^z 



dx 
d^x 



dy 



dy 



^ dld^L 



-7^— . h O) 



dl dii ^ dl d^i 

(0 désignant le premier membre de (a). Si entre ces équations on 
élimine p, g en observant que, en vertu de (a), w est nul, on a 



dx 
dl 


ày 


dz 


dx 


ày 


dz 


d*x 


à'y 


d*z 



d\ d^i d\ dii d\ dii 



= o 



ou 



r =o. 



c. Q. F. D. 
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La condition pour que Jes lignes coordonnées 'k=^ const., 
[X = const. soient lignes de courbure sera alors 

r = o, R =0. 

On peut d'ailleurs trouver les équations des lignes de cour- 
bure en adjoignant à l'équation (i4) la condition 

dx ùjc -h dy ^y -h dz ^z = o 
ou 

(S '^^ -^ ë '^'') (S ^^ -^ 1^ ^ ^ • ■ • = °' 

c'est-à-dire 

L <iX 8X -t- R(c?X Sfji -f- d^i SX) -4- M t/jx Sj! = o; 

l'élimination de SX, 8[jl entre cette équation et (i4) donne 
l'équation des lignes de courbure 

\ ldl-{-rdix)(Kdl-i-Mdii) 

\ — {Ldk-^B.diJi,{rd'k-h md[i) = o 

ou 

{i5 bis) (/R — Lr)û?X2-f-(ZM — mL)^rf{jL-+-(rM — R/n)û?{jL2 = o. 

Dans ses Leçons à la Sorbonne, M. Darboux met les équa- 
tions des lignes de courbure sous une autre forme ; à cet effet, 
il observe que les équations de la normale à la surface en x^ 
y^ z peuvent se mettre sous la forme 

OU, en posant x- -t- y- -\- Z' := o-'-, 

dx , yày7dz^_i_d^_ 

^^ dx ^. dy „ âz i âa^ 

X-r--hY-f--4-Z- -r- =0. 

Pour avoir les lignes de courbure, il faut exprimer que cette 
droite rencontre celle qui lui est infiniment voisine ; en d'autres 
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lermes, il faut éliminer X, Y, Z entre ces équations et leurs 
différentielles 

dX d\ dl 1 d\ ' 



Xd 



dx 
d\i. 



^d-/- -^Zd- -d- ^r- =0, 



ce qui donne 



(i5 ter) 



dx 
dx 



ày 

dX 

ày 

d^ 



dz 

dl 

dz^ 

dlJL 



^J d^Z d^^ d 
dX dX 



dX 



d^ 

Ix 

dj^ 



d 



dx 



d^Z d^ rf^' 



diJL dyi dyi (^[x 



= o. 



Pour obtenir l'équation des asymptotiques, on peut exprimer 
que dans (i4) les directions conjuguées cfk, d^ et 8X, 8[x sont 
coïncidentes, ce qui donne 



(iG) 



/ dX^ -^ir dX d\i,-^ m d\i^ — o 



ou encore 



(16 bis) 



d^x 


d^y 


d-^z 


dx 
dX 


dy 
dX 


dz 
dX 


dx 


dy 
dii. 


dz 
di. 



= 0, 



et, pour que les lignes coordonnées soient asymptotiques, il 
faut que / = o, m = o. J'ai également donné ces formules 
dans mon Traité de Mécanique (2® édition). 

Remarque I. — On met souvent les équations de Tellip- 

soïde sous la forme 

a? = a sinX cos{jl, 

y -=1) sinX sin[x, 

z — ccosX; 

il est facile de s'assurer que, dans ce cas, r = o, c'est-à-dire 
que les lignes 7.= const., [jL = const. sont conjuguées. Ce 
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qu'il est d'ailleurs facile de démontrer directement par des 
considérations de Géométrie pure. 

Remarque II. — Si l'on considère la surface ayant pour 
équations 

les lignes ). = const., jjl = const. seront sur cette surface des 
lignes conjuguées. La surface en question est d'ailleurs sus- 
ceptible d'être engendrée par une courbe égale k x = «p(X), 
yz= ')^(X), z = A(X) qui se déplace dans l'espace. 

Remarque III. — La surface qui a pour équations 

a, a'y b, b\ c, d désignant des fonctions de [jl seul, a pour 
lignes asymptotiques les lignes [jl=: const.; les autres lignes 
asymptotiques ont alors pour équation 

cette équation contient \ au second degré, c'est une de celles 
que l'on sait intégrer quand on en a une solution. 

La surface en question est engendrée par le mouvement 
d'une droite qui s'appuie sur la courbe 

X = a', y — b% z — c\ 

X. — Sur nne forme remarquable des équations des lignes 

de courbure. 

En général, la recherche des lignes asymptotiques est plus 
facile que celle des lignes de courbure, et, quand on connaît 
les lignes asymptotiques d'une surface, on peut quelquefois 
en déduire très simplement les lignes de courbure. Suppo- 
sons, en effet, que l'on ait pris les lignes asymptotiques pour 
lignes coordonnées : l'équation (i5) ou (i5 few) des lignes de 
courbure deviendra 

L <A2 — M C?iJL2 = o, 
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et celle équation se décompose immédiatement en deux autres 
(a) v/Lû?X±/Mc?{jl =0; 

si donc L est fonction de \ seul et M fonction de [jl seul, le 
problème sera ramené à de simples quadratures. Cette cir- 
constance se présente dans la recherche des lignes de cour- 
bure des surfaces du second ordre dont les génératrices recti- 
lignes sont précisément les lignes asymptotiques. 
Considérons, par exemple, l'hyperboloïde 

a?2 y2 ^* _ . 
^ "^ "^ "" ^ — 'î 



les génératrices ont pour équations 



et 



X 

a ~^ 


- sinX H- cosX, 
c 


y 

h "" 


cosX -f- sinX, 

c 


X 

a ~ 


z . 

Slll (JL -+- COS {JL, 


y __ 


Z 

- cos[xH- sinfx; 



X et [Ji ne sont autre chose que les anomalies excentriques de 
l'ellipse de gorge; \ = const., [jl = const. sont alors les équa- 
tions en coordonnées curvilignes des asymptotiques, et Ton a 



X -h fJL 

. .-> . COS 

sin{ A -f- ix) 9. 

x = a — : = — =a 



y 



sinX H- sinix X — u. 

^ COS *- 

. X -^- tjL 
^ ^ s in(X + {A) ^ ^ 2 



COsX -f- COS [A X — u. 

' COS =- 

2 

. X — a 
^ sm 

COSLL — COS À 2 

z = c î = c 



sinX -T- sinix X — tx 
' COS 



2 
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On en déduit 



L = 



M = 



4cos2 ^ 

1 



; 



4cos 



j Xj-JA 



'2 



les équations (a) deviennent alors 



dk y/a^ sin2 \L-{-b^ cos* jjl h- c^ zh ^{x y/a* sin^ X -f- b'^ cos^ X -+- c^ = o. 

Nous poserons 

l'équalion précédente s'écrira alors 

O) ^ + ^^ 

/i — Ar^sin^X y/i — /:« sin^ 



et l'équation finie des lignes de courbure sera 

d\ r d^ 

sin^fJL 



I -, it: I ' = const. 

J /i_/:2sm2X J /i — Â:2sii 



On a vu que cette formule pouvait être remplacée par une 
autre ne contenant plus trace de signes d'intégration ; l'équa- 
tion (P)|est en effet l'équation d'Euler, et nous avons vu 
(t. IV, p. 2o6) comment Lagrange était parvenu à l'intégrer 
sous forme algébrique. La solution, susceptible d'un grand 
nombre de formes, peut se mettre en particulier sous la forme 
suivante 

cosX cos(ji.qz sinX sin(x/i — Âr^sin^G = cosC, 
G désignant une constante. 

XI. — Lignes bissectrices. 

On appelle lignes bissectrices celles qui partagent en deux 
parties égales les angles des lignes coordonnées : rien de plus 
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facile que de trouver leurs équations diflFérentielles ; il n'y a 
qu'à écrire que la projection faite parallèlement à la coor- 
donnée "k de l'arc ds sur la coordonnée [jl est égale à la pro- 
jection du même arc sur la coordonnée "k ou est égale et de 
signe contraire à cette projection; on a ainsi 

dl\/L±:diis/M=o. 

Cette équation sera en particulier celle des lignes de cour- 
bure quand les lignes coordonnées seront les lignes asympto- 
tiques, ainsi qu'on l'a vu au paragraphe précédent. 

Si, dans une surface de révolution, on prend les parallèles 
et les méridiens pour lignes coordonnées, il est facile devoir 
que Féquation qui donne ds^ sera d'abord en coordonnées 

polaires 

ds^ = dr^ -r- rî t/ô2 -f- r2 sin^ 6 d^^ ; 

mais r = ç(9) : donc 

^52 = [cp'2(0)-4-cpî(6)]^62-t-cp2(e)sin2e<it]^2; 

les lignes bissectrices ont donc pour équation 



û?e v/t'*(^)-+- ^^{^)±d^ 0(6) sine = o 
ou 

r 4/cp'2(e)-i-cpH^l 

^ J <p(6)sino 

elles s^obtiendront donc par de simples quadratures. Ce sont 
d'ailleurs des loxodromies. 



XII. — Équations des lignes géodésiques en coordonnées 

curvilignes. 

Supposons que la ligne dont on demande l'équation ne soit 
pas la ligne [JL = const.; pour trouver son équation, comme 
elle est tracée sur la surface, il suffira d'exprimer que sa nor- 

maie principale est normale à la direction -^j -^> — ; car, 
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étant normale à deux directions tracées sur la surface, elle 
sera normale à la surface. On aura ainsi 

d^x dœ d^y dy d^z dz __ 
~d^ '^'^ 'd^ ~d\'^ ~d~si dî"^ 

ou, en abrégeant et en faisant usage d^accents pour repré- 
senter les dérivées relatives à Tare, 



2 



X —r =0 



ou bien 



^ X^^, àx ^ 



, d dx 
X —, ;- = o, 



d\ ^à ds d\ 

c'est-à-dire 



d'^Klàx^, dx \dx V^/^a?^, àx \(à^x^, d^x A 

en multipliant par 2, on a 

(.7,) 2 ^- (LV+ R,.')= ^ V«H-a - XV'+ ^ K». 

Telle est la forme sous laquelle on peut présenter Téquation 
des lignes géodésiques^ la suivante convient aussi : 

(17 é«) a^(RVH-M(.'j=^X«+a-X>'4--^,.''. 

Si Ton appelle i l'angle que la ligne géodésique fait avec 
jjL = const., on peut écrire ces équations ainsi 

La condition pour que X = const. soit géodésique est qu'en 
appelant 5x l'arc de cette courbe, on ait 



2 



d^x dx _ 



d^x ^ , , , d^xâs-ï — d^s\dx , , . . . 

or — j- est égal a '—^ , on pourra donc écrire ainsi 






dsl ° ds^ 



DES COORDONNÉES CURVILIGNES SUR UNE SURFACE. Il3 

l'équation précédente 



2 



/ d^x ds\ d^s\ dx\ dx 



OU 

c'est-à-dire 



I dm\ ^ ds/m 

R — - — =0, 



ou enfin 



dR _ £ aM R ^ 



= 0. 



On voit que, si les coordonnées sont orthogonales, a = const. 
ne sera ligne géodésique que si M est indépendant de \\ 
nous verrons bientôt qu'il est impossible que les deux lignes 
coordonnées orthogonales soient géodésiques (excepté sur 
les surfaces développables). 

XIII. — Coordonnées de Gauss. Polygones géodésiques. 

Gauss a fait un heureux usage d'un système particulier de 
coordonnées que nous allons définir. Les lignes \ = const. 
sont des géodésiques issues d'un point fixe O, et les lignes 
jjL = const. sont des cercles géodésiques ayant leurs centres 
géodésiques en O. On a ainsi un système orthogonal dans 
lequel l'une des lignes coordonnées est géodésique. Soit 6 
l'angle qu'une quelconque des lignes coordonnées géodé- 
siques fait avec une géodésique fixe passant en O, et r la 
longueur de cette géodésique, comptée depuis le point O 
jusqu'au point M que l'on se propose de représenter; /• et 8 
sont les coordonnées de ce point. 

Le ds^ est de la forme 

(a) ds^ = dr^-\-G^d^^; 

car, pour 8 = const., on doit avoir dr = ds, et, dans ds^y il 
ne doit pas entrer de terme en drd^. L'arc de cercle géodé- 
sique élémentaire qui est la valeur de ds estimée suivant la 

L. — Traité d' Analyse j VII. 8 
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ligne r = const. est GrfÔ. Dans ce cas, l'expression générale 
si compliquée de la courbure totale k donnée par la for- 
mule (12) se réduit à 

et l'équation (18) d'une géodésique à 

d cos i ^p àG 
as dr 



ou 



(c) smi -r = — G -r- 6'2. 

ds or 

Proposons-nous d'évaluer la courbure totale d'un triangle 
géodésique, c'est-à-dire formé par trois lignes géodésiques 
CA, CB et AB. Plaçons l'origine en C et prenons pour ligne 
coordonnée initiale le côté CA : la courbure totale cherchée K 
sera donnée par la formule 



K= Ç ÇkdQ= C CkGd^dr 



où dû désigne Taire élémentaire; en vertu de (6), elle devient 



K = - / l^^-l^d^dr. 



Intégrons par rapport à r, en observant que pour r infiniment 
petit — r= I ; en effet, pour r = o, onarû?9 = Grf8our=rG, 
dr = dG ; nous aurons 

K=/(,--)«, 

mais l'équation (c) donne 
dG . .di I 

= — Slïil 



dr ds r. /à^Y 

__ ^ d^ di T _ di ds _ di 

■" ~" dsdl TJd^ ~~~ ds'M'~~ 'd^' 



m 
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donc 

Cette expression doit être intégrée de o à C; or l'intégrale de 
di donne la différence des valeurs de t en A et B : Tune de ces 
valeurs est A, l'autre 7t — B; on a donc 

K= G-i- A-t-B — 7c; 
on peut donc énoncer ce théorème très remarquable : 

Théorème. — La courbure totale d'un triangle géodé- 
sique est égale à l'excès de la somme de ses angles sur 
deux droits. 

Ou bien encore : 

La somme des angles d'un triangle géodésique est égale 
à sa courbure augmentée de deux droits. 

Par suite : 

La somme des angles d'un polygone géodésique est 
égale à sa courbure plus autant de fois deux droits qu'il 
y a de côtés moins deux. 

Dans un triangle infinitésimal, la courbure est infiniment 
petite du second ordre; donc, aux termes du second ordre 
près : 

La somme des angles d'un triangle géodésique infini- 
tésimal est égale à deux droits. 

La somme des angles d'un triangle infinitésimal quelconque 
est de deux droits; mais ordinairement la différence avec 
deux droits est du premier ordre, tandis que, quand le triangle 
est géodésique, cette différence est, en réalité, du second 
ordre. 



ii6 
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XIV. — Sur l'intégration des équations des lignes géodésiques. 
L'équation (17) 

(.7) a^(LX +R^')= ^x ^* + ^ ^ ^>+ dX t^' 

peut se transformer et se ramener à la forme canonique; 
posons, en effet, 

(a) aT = LX'2 -4- 2 R V (x'-f- M ii'\ 
(?) X, = LX'-i-R|x', 

(y) 'îXi = RX'-f-Mfx'; 

nous aurons 

(0) x,= 55^, î^i=5;r- 

t 

nous tirons de (j3) et (y) 

.,^ MXi— R{Xi ,_ Lfx^ — RX^ 

^ ^ LM — R2 ' ^ ~ LM — R2 ' 

(^^ 2T= j^j^j4-j^(MXî-2RXi|jli-hLhlî). 



En vertu des formules (jî) et (a), (i-j) pourra s'écrire 

(0) 



^X, _ dT 
ds d\ 



Ceci posé, la lettre â désignant jusqu'ici une dérivée prise en 
considérant X, [jl, V, [jl' comme des variables indépendantes, 
servons-nous de la lettre 8 pour représenter une dérivée prise 
dans l'hypothèse où \ [jl, "kt , |X| seraient variables indépen- 
dantes : la fonction T étant homogène et du second degré en 
V et [Jl', on aura, en vertu de ( p) et (y), 

ou 

T = — Th-X'Xi-i-|x>, 
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donnant alors à \ \t , [jl, [i.< des accroissements arbitraires 
cfky cfki^ ... ; V et [jl' prendront les accroissements dX', d^k'; 
la formule précédente donnera, 

et, en ayant égard à (8), 

Û?T = rr- c?X — -— du. -4- X'c?Xi-H [x'^flXi. 

Celte formule exprime que l'on a 

. . 8T (^T 8T dT 

^"^^ 8X=~^' 8]!=-^' 

, . ST ., dX 8T , dii 

^P^ 8X7-^-"5F' 8^ = ^--"^' 

La formule (9) et celle que Ton en déduit en changeante en [jl 
peuvent s'écrire comme il suit, en vertu de (w); nous les fai- 
sons suivre des équations (p), 



(»9) 



dli 8T 

ds 8X 


rffi, 8T 
ds ôfx 


dl 8T 

ds 8Xi 


t/fjL _ 8T 

^f 8{JLi 



Telles sont les équations des lignes géodésiques ramenées à la 
forme canonique : T est d'ailleurs donné par la formule (JJ). 

Si l'on remplace dans cette formule (Ç) Xj et [Jii par ^ et -r- 

et si l'on égale à 2A la valeur de 2T ainsi transformée, on 
obtient l'équation aux dérivées partielles 

(.0) .MLM-R2) = M(55^)-.R^^4-L(^j, 

et, si l'on connaît une intégrale complète de cette équation, 
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c'est-à-dire ici renfermant une constante arbitraire a, les 
équations finies des lignes géodésiques seront 

(2001s) .— = const., -77^ = ^ -h const. 

aa an 

Il y a un cas très étendu dans lequel on pourra toujours 
effectuer l'intégration. 

Supposons que l'on ait pu prendre R= o, L = M = A, la 
formule (20) devient 



(.) ..A^(^^j-H(-) 






s'il arrive alors que A == fÇk) -r 4'(t*')> ^^ pourra prendre 

(^|)'=aA<f(X)-H«, 

la formule (o-) sera alors satisfaite, et Ton aura 

On connaît ainsi une solution complète de (o-), d'où l'on 
conclut l'équation des lignes géodésiques 

de r, de 

^ et Y désignant deux constantes. 

A ce cas examiné par Liouville, on peut en ajouter un 
autre : c'est celui où R serait de la forme 

en supposant L = o, M = o, R = A, l'équation (20) devien- 
drait 



Posant alors 



e = *(X)w(|jL), 
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on aurait à déterminer ^ et ^ par la relation 

<ï>(X)^((x)<ï>'(X)r(HL)-^cp'(X)f((x); 
on prendrait alors 



d'où 



et, par suite, 



<ï>'(X)<ï>(X) = ^cp'(X), 
*( X ) = /•2Acp(X)-t-a, 

e ^ /[2^(p(X)-f-a]2t{;((i.;. 



Nous allons appliquer ces considérations à la recherche des 
lignes géodésiques des surfaces de révolution. Les méridiens 
et les parallèles formant un système orthogonal, nous les 
prendrons pour lignes coordonnées. L'équation des surfaces 
de révolution est de la forme 

nous pouvons poser 

a? = rcosô, ^ = rsin6, ^ = cp(r); 



nous en tirons 










dx û 
-T- = cos6, 
dr 


dr ~ 


= sin6, 


dz 
dr 


?'(/-)» 


dx . ^ 


dy _ 


= rcos6, 


dz 
d^ 


— o. 



Les quantités désignées par L, M, R sont ici 

i-l-cp'î(r), r2, o; 
on a donc 

'2T = (i-i-cp'2)r'2-hr2e'2, 
et, en appelant r^ , 6< les dérivées de T par rapport à r' et 6', 

ri = (i-H«p'î)r', ei=r2e', 



on en conclut 



^ ^ 1 ^ Cp'2 -^ ^2 
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L'équation aux dérivées partielles d'où dépend la solution du 
problème est donc 



\âr) i-t-cp'2 "^Uv r^ "^ 



que l'on peut écrire 

on obtient une solution complète en posant 

et les équations des lignes géodésiques deviennent 



^2â 



I -+-cp 



r. = ^^ 



r2^' 2/1(1 + cp'2)- 2a— ^ 






'7 



( t/ 2/i(i-4-cp'2)— 2a - 



2/1(1-4- Cp'2) — 2 a — -^ 



ou en ne considérant que la première, la seule importante, la 
seconde ne faisant connaître que l'arc 5, 



e r (i-^Y^)dr 



^2a J 



/2a J /2/i(n-cp'2)r* — 2ar2(n-çp'2) 
ou bien 



= P 



/ 



2 



Dans la sphère de rayon a, on a (f>(r) = ^/a-^ — r^ ; les équa- 
tions des géodésiques deviennent alors, en changeant la con- 
stante p, 

6 — 60 ^ rdr I 

a^20L J ^ v/(«^ — r^){ihr^ — 2a) 
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Nous pouvons écrire cette équation ainsi 

«(Ô-Oo) 






2 hr'^ — 2 a 



en introduisant un facteur indéterminé \/ g. On peut disposer 
de g et de A:, de telle sorte que 






quel que soit r\ il suffît pour cela de faire l'identification des 
deux membres, après avoir chassé le dénominateur r'^. L'é- 
quation des lignes géodésiques devient ainsi 



«^•(6-60) 


(' dk^'^' '•' 


J 





D'ailleurs k et g sont déterminés par les formules 

la formule précédente peut alors s'écrire 

(^G — Gq) = arc sin^ 

OU 

k\/a^—r^= rsin(6 — Go); 

si l'on fait alors x =^ r cosô, y=r sin9, z = y/a^ — r^, on 

trouve 

kz = — a? sin Go H- j^ cos Go : 

c'est l'équation d'un grand cercle quelconque. 

Sur une surface développable, on peut prendre M = L = i , 
R = o. L'équation aux dérivées partielles devient 

/(?e\2 /dey 
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d'où Ton conclut 

e = X /aAX — aaX -+- [x v/2a|x; 

l'intégrale des lignes géodésiques est 

X UL 

H — ,_^ = const. : 



c'est une équation quelconque du premier degré, ce qui 
s'explique en observant que les lignes géodésiques se trans- 
forment en lignes droites dans le développement de la surface. 

XV. — Étude d'une surface remarquable. 

Parmi les surfaces, il y a lieu de distinguer celles dans 
lesquelles les deux rayons de courbure sont égaux et de 
signes contraires et que nous avons rencontrées dans le 
calcul des variations. On peut en trouver les équations d'une 
manière très simple en observant que l'indicatrice est une 
hyperbole équilatère : alors, si l'on prend les lignes de lon- 
gueur nulle pour lignes coordonnées, on aura 

L = o, M = o, r = o. 

Cette dernière, qui exprime que les lignes coordonnées sont 
conjuguées (puisqu'elles forment un faisceau harmonique 
avec les asymptotiques), peut s'écrire 

d^x d(y, z) d^y â(z, a:) d^z d(x,y)_ 



dldix d{l, IX.) Oldix â(l, IX) d\ dix 0(1^^1) 

en différentiant les deux autres, on a 

â^x dx d^y dy d^z dz 



d\ d\x âX âX dix d\ ÔA dix âl 
d^x dx d'^v dy d'^z dz 



o'X ô\x d\x ' d\ d\x d\x dk d\x d\x 
d'où l'on tire 

.. d'^x d^y d^z 

^^) dXd^=''' dld^x^""^ 5r^H^=^= 
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à moins que le déterminant LM — R- ne soit nul, auquel cas 
la surface serait une développable isotrope. Les équations (8) 
donnent 

(8) a? = cpi(X)-i-(p2({x), r = Xi(^)-^X2(f^)» 'S = 4'i(>^)-^-4'2([^)» 

?*' ?2î X^' X2» 4*0 ^2 étant assujettis à satisfaire aux équa- 
tions L = o, M = o, c'est-à-dire 

Si l'on prend cpi ()^)=: a, cp2(uL) = p, on aura la solution sous 
la forme donnée par Monge 

^=/(a)-^F(p), 

d'où il paraît difficile de déduire des solutions réelles. Voici 
une autre solution due à M. Weierstrass. Posons 



? 1 + Xi v/— I = — " +i » 
la première formule (e) sera satisfaite, et l'on aura 

?i ^ X 1 ^ il. 

si l'on égale cette suite de rapports à - 6'''(w) -^> on aura 



4;,= Çu^"\u)du. 



^«^ . 
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Si l'on effectue les intégrations, on trouve 

cpi= -^^^ô'(w)-htte'(w)— e(w), 

^, = /z:7|^i±iL%''(^)_^e'(w)-^ô(w)], 

on satisfait de même à la seconde formule (e) en posant 

et l'on trouve 

I — v2 

yj =^ -_ /Zr; 1 1±Z_ 7)''((;) - (;7)'(v)H- 7l(p)J, 

et les quantités 

seront réelles si l'on prend 

e(w)-F($-i-T,v/^), .j(p) = F(5-7i/=:T): 

alors 0(m) et 7i(i^) seront des imaginaires conjuguées. Pour 
plus de détails sur les surfaces dont il s'agit, nous renverrons 
aux Leçons de M. Darboux Sur la théorie générale des 
surfaces, et au Mémoire de M. Ribaucour Sur les élas- 
soldes y qui a remporté le prix à l'Académie de Belgique, 
. le i6 décembre i88o. 

Nous ferons observer que, si la fonction F(^ + t) \J — i) est 
algébrique, la surface que l'on obtient est elle-même algé- 
brique, ce qui montre que, parmi les surfaces à courbure 
totale nulle, il y en a d'algébriques. 
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XVI. — Sur une classe particulière de géodésiques. 

Sur toute surface, il existe une classe particulière de 
géodésiques, que Ton peut trouver quand on est parvenu à 
mettre l'équation qui donne ds^ sous la forme 

Pour trouver les lignes géodésiques, il suffit alors de 
trouver une solution complète de Féquation aux dérivées 
partielles 

Si Ton suppose /i = o, cette équation s'intègre, quel que 
soit A, et il suffit de poser pour cela 



pourvu que a^ -i- 6- = o ou è = zb a \/ — i ; ainsi, en prenant 

les équations des lignes géodésiques seront 

à^ ^ _!_ / 

TT— = const. ou À _ u i/ — I = const.; 

oa ' 



leur équation différentielle est dX ±: <ia y — i =: o ou bien 

Û?X2 H- rffJL* = o. 

Pour ces lignes, on a A{d^J^ + ^l*-^) = o ou ds^ = o, en vertu 
de (a). Ce sont, comme l'on voit, des lignes de longueur 
nulle. 

On voit que dans la surface étudiée au paragraphe précé- 
dent les lignes coordonnées sont géodésiques. 
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XVII. — Courbes hannoiiiqnes. 

Lorsque deux familles de courbes sont telles qu'en leurs 
points de croisement leurs tangentes forment un faisceau 
harmonique avec les tangentes aux lignes coordonnées, on 
dit qu'elles sont conjuguées harmoniques. 

Si ds désigne l'élément linéaire d'une courbe, hs l'élément 
linéaire de sa conjuguée, les projections de ces éléments sur 
le plan des xy devront former un faisceau harmonique avec 
les projections des éléments des lignes coordonnées; on 
devra donc avoir 

\y ^y . ^^ '^y ^y , ^^ 

hx ~d\ ' àX ùx à^i ' à^i 



^y ày ^ dx ' dy ày ^ àx 
dx d\ ' à\ dx à\k ' c>[jl 






ce que l'on peut écrire 



o àx 


^ ày j àx 
- ùx -^ dy — - - 

à\ -^ à\ 

1 




^ àx 


r. ày àx 
- ox --- dy ^- - 
à\L ^ à]x 


rfxf 



= o; 



• 1 ) 1 r> dx fs^ (jX pu 

SI 1 on remplace hx par — OA + — ôjjl, . . . , on trouve ce que 

l'on pouvait prévoir 

d^ __ SX 
• d)s.~ 8jx ' 

Théorème I. — Les lignes de courbure sont conjuguées 
harmoniques des lignes de longueur nulle. 

En effet, si l'on prend les lignes de longueur nulle pour 
lignes coordonnées, on a L = o, M = o, 

ds^ r=zKd\ dii. 

Quant à l'équation des lignes de courbure, elle devient 

IdX^—m dix^ = o 
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et se décompose en 

\jl dX — sj m dii = o, ^d\-\~ ^ m d]i. = o\ 

de ces deux équations, on tire des valeurs de -j- égales et de 

signes contraires, ce qui démontre la proposition énoncée. 
L'équation des asymptotiques prend la forme 

/ âX^ -\- m d^i^ = o, 

quand r = o, c'est-à-dire quand les lignes coordonnées sont 
conjuguées; elles sont donc conjuguées harmoniques, ce que 
'on devait prévoir. 



XVIII. — Composantes de la courbure. 

Nous considérerons la courbure - d'une courbe, en un point 

M de cette courbe, comme représentée par une droite dirigée 
suivant la normale principale; sur cette droite, à partir du 
point de contact, vers le centre de courbure, on compte la 

longueur - • 

^ P 

La courbure -? à ce point de vue, peut donc être décom- 

r 

posée en d'autres dirigées suivant des droites données; ses 

1 rf2/p diy f]%z 

projections sur les axes sont —r-^^ -f^y -rj* 

Considérons une courbe tracée sur une surface : si l'on 
décompose sa courbure en deux droites dirigées, l'une suivant 
la normale à la surface, l'autre suivant une tangente, la pre- 
mière de ces droites sera la courbure normale, la seconde 
sera la courbure tangentielle ou géodésique. 

Soit 6 l'angle que fait le plan osculateur de la courbe avec 

le plan tangent à la surface : sa courbure tangentielle ou géo- 

désique sera 

cosO 



' 
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et la courbure normale 

sin6 

P 

La première est nulle dans les courbes géodésiques et la 
seconde dans les lignes asymptotiques. Nous allons voir tout 
à l'heure la raison pour laquelle la courbure langentielle a 
reçu le nom de courbure géodésique. 



XIX. — Sur la courbure tangentielle ou géodésique. 

Lemme. — Soient R et R' les rayons de courbure de deux 
courbes AB, AB' tangentes en A. Si l'on prend sur ces deux 
courbes des longueurs AB, AB' égales à ds, les tangentes 
en B ef B' à ces courbes feront un angle dm donné par la 
formule 

(a) rfa>2 = — 4- ^^ - 2 -^ ^ cos(R, R'). 

En effet, si Ton mène, par un point O de l'espace O a paral- 
lèle à la tangente commune en A, Oè et 06' parallèles aux 
tangentes en B et B', si sur ces tangentes on prend . 

0b = 0b'=0a = i 
dans le triangle abb\ on aura 

{b) ab=—, ab'=r^,, bb' = dm, 

et la formule 



■2 — . 



bb' =^ ab -i- ab' — 7. ab ab' cos{ ab, ab) 

donnera la relation (a), si l'on y remplace ab, ab\ bb' par 
leurs valeurs (6), et si l'on observe que aè, ab' sont parallèles 
aux rayons de courbure R et R'. 

Maintenant considérons une courbe quelconque AB tracée 
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sur une surface : par les points A et B infiniment voisins, 
menons des arcs de géodésiques tangents AKG et BK; Tangle 
CK.B sera l'angle de contingence géodésique; en l'appelant s 

et en posant AB =: ds^ le rapport -7- sera la courbure géodé- 

Fig. 6. 




sique au point A. En effet, prenons AC = AB; l'angle des 
tangentes en B et G à AB et à AC sera donné par la formule 



O) 



i 



mais, par le théorème de Meusnier, la géodésique ayant son 
plan osculateur normal à la surface, si Ton appelle 9 l'angle 
que le plan osculateur de AB fait avec le plan tangent, on aura 

R'=^ -.—5 et, par suite, 

. . ds cos 
Ul) 0)= — 

En général, les tangentes en B et G ne se rencontreront pas; 
mais, si l'on suppose que \^ fig. 6 soit une projection sur le 
plan tangent à la surface en w, les angles ne différeront de 
leurs projections que par des termes du second ordre et, à ces 
termes près, on aura 

{b) <u-T-a>BG-T-BG(o = 'jr; 

dans le triangle géodésique KGB, on aura aussi, aux termes 
du second ordre près, 

K -I- KBC -h BCK r^ 7: 

ou 

£ -T- 10 BG -H BGo) = 71 ; 

L. — Traité d'Analyse^ VU. n 
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de cette formule et de (b) on tire 



to = e; 
on a donc, en vertu de (a), 

ds cos 6 

ou 



£ COS 6 



ds R ' 

ce qui prouve le théorème que nous avons énoncé, et ce qui 
justifie la dénomination de courbure géodésique. donnée par 
Liouville à la courbure tangentielle. 

On a encore donné à la courbure tangentielle le nom de 
courbure de développement ; cette dénomination est justifiée 
par le théorème suivant : 

La courbure tangentielle d^une courbe est égale à la 
courbure de la transformée de celle-ci quand on la sup- 
pose tracée sur une développable dont elle serait la courbe 
de contact avec la surface proposée^ quand on étale cette 
surface développable sur un plan. 

En effet, la courbure géodésique d'une courbe tracée sur 
une développable est égale à la courbure propre de sa trans- 
formée plane; pour établir ce fait, il suffit d'observer que les 
géodésiques d'une développable ont pour transformées des 
droites ; l'angle de contingence géodésique se transforme donc 
dans l'angle de contingence de la transformée plane, et, comme 
l'arc ne change pas de longueur après sa transformation, ceci 
démontre le fait énoncé; mais la courbure géodésique d'une 
courbe est la même par rapport à toutes les surfaces circon- 
scrites dont elle est la courbe de contact; donc, etc. 

C. Q. F. D. 

C0ROLLA.1RE. — La courbe C tracée sur une surface S, 
et dont la courbure géodésique est constante, peut être 
trouvée comme il suit. Si l'on circonscrit suivant cette 
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courbe C à la surface S une développable D et que Von 
étale cette développable sur un plan, la transformée de 
la courbe C sera une courbe de courbure constante, c^est- 
à-dire un cercle. 

L'équation différentielle de la courbe qui nous occupe est 
du second ordre et, en général, difficile à intégrer. 

XX. — Courbures tangentielles en coordonnées curvilignes. 

La courbure tangentielle joue un rôle important dans la 
théorie des coordonnées curvilignes : nous allons en calculer 
l'expression. 

11 est clair que le cosinus de l'angle que le plan osculateur 

fait avec le plan tangent est égal au cosinus de celui que la 

normale principale fait avec la normale à la courbe située 

dans le plan tangent. Les cosinus directeurs de la première 

droite sont 

d'^x d^y d^z 

^~d^' P^' P^J^' 



ceux de la seconde sont 



v/LM 



1^2 \ ^* ds ) 



on a donc 



d'^x d^y d^z 



Or on a 





ds^ ds^ 


ds^ 


cos6 T 


dx dy 
ds ds 


dz 


p v^LM — R2 


ds 




p p' 


p" 




dx dy dz 
d\ dl dl 




1 
1 — 


dx dy dz 
d[L d[j. dit. 

P P' P 


• 


LM - R-i 


» 
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multipliant ces formules membre à membre, on a 



cos6 



(LM — R2)2 



2 
2 



rf*r ÔT ■^ d>x dx ■^ <Px 
'd? 5X ^ ~d? ^sÂ ^ rfs*" '' 



dx dx 
'ds 5X 



2^âX 



H 

2 
2 



dx dx ^ e/r 



ds à 
dx 



TsP 



2 



OU bien, en observant que les deux premiers éléments de la 
dernière ligne du déterminant sont nuls, 



y/LM ^ K2 



cosO 



(«) 



^ d^ X dx ^ 

2d^ X dx "^ dx dx 
'ds^ d^j^'ds 7k 



d^ X dx VI dx dx 
ds d[i. 



Développons —rj et -7- suivant les puissances et les produits 
de -T- = X' et -j- = [x'j et faisons attention aux identités 



ds 



ds 



^ d^x dx 
2à dl'^ dl ■ 


I dL 
" 2 dX' 


^^ d^x dx 
2d dX^ dii ~ 


dR 

" dl 



2 dii 



nous trouverons 



/Cm --Ri S2îl = X'» [i |i (X'R + [.'M) 



-(^Ê-^^^)^'^ 



dR 

d\ 



/R)] 



'*^(X'R + [x'M)-^(X'L + H'-R)] 



H-(X'n'— |i'V)(LM — H«). 

Telle est l'expression delà courbure géodésique; on voit que : 

La courbure géodésique est une fonction des seules 
quantités L, M, R, de leurs dérivées et de V, jx', "k", [a". 
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On peut déduire de la formule précédente les courbures 

géodésiques des lignes coordonnées [x = const., X = const. 

j , . cos6x cosOm 
que nous désignerons par -, -; on trouve 



/LM=-Ri£^^ = 



K âh i dh i dn 



PX 2 L /L ^>^ 1 s/L ^\^ /L ^^ 

, coseu, R âM I âM i dR 

^ pij. 2M/M ^P- 2 /m ^^ \/M ^\^ 

On peut déduire de là un théorème important, parce qu'il 
peut éviter au calculateur des recherches infructueuses, et 
qui peut s'énoncer comme il suit : 



Théorème. — O/i ne peut pas, en général, tracer sur 
une surface donnée deux systèmes de lignes géodésiques 
qui soient orthogonales , à moins que cette surface ne soit 
développable. 

T^ m ' ^1 T> COSÔX ^ C0s6m , 

Ln etiet, si 1 on suppose K = o, = o et = o, les 

PX v^ 

formules précédentes deviennent 

^=^°' ^=^' 

la fonction L ne contient donc pas [jl, et la fonction M ne 
contient pas X; il en résulte que l'on peut représenter le carré 
d'un arc ds^ tracé sur la surface par une formule telle que 

ds^'^-fa)dk^-i-f,(ii)dii\ 

ou même par un changement de coordonnées 

Si l'on calcule alors la courbure totale K de la surface, on 
trouve K = o, relation qui ne peut avoir lieu que pour une 
surface développable, puisqu'un rayon de courbure principal 
doit être infini (p. loi). 
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XXI. — NouTelle expression de la courbure géodésique. 
La formule (a) du paragraphe précédent 

(a) Vi^^--^'-Y-=Z'ds^'à\Z-d^d^^2à-d^àliZd7-àX 

peut s'écrire comme il suit : en appelant i et y les angles que 
fait ds avec les lignes coordonnées, on a 



^ d^x dx _ d "^ dx dx y^ dx d dx 
^ "ds^ ll\ ^ ds Ad'ds dï ~~ Jiàds ds 1)1 



dVi., , dM ,\ 



^ d/Lcosi __l/àL ^,j ,_ ^ 
ds i\d\ ^ 

et 

2dx dx /-7-r 

donc (a) devient 

/T-rz rrr- COSÔ 

i/LM — K2 

P 

On remarquera que les coefficients de y/Mcosy et y/Lcosi 
sont les premiers membres des- équations des lignes géodé- 
siques. 

Cette formule se simplifie en supposant les coordonnées 

orthogonales. Alors R = o, y = i, et Ton a 



cos6 _ I . ./ds/Lcosi i àh ^,^ i dM ,^ 

P spL \ ^* 1 d\ 1 d\ 

T .( dJM^\v\i i d\j ^.^ I dM ,„ 



i/M \ ds 1 d\ï. 1 d]x 

Effectuons la differentiation indiquée et observons que l'on a 



DES COORDONNÉES CURVILIGNES SUR UNE SURFACE. l35 

nous aurons 

Or cos- i -h siii^ i=i ] donc 

LX'2-i-M{ji'2 = i 

et, en divisant par\/LM, 



</ 






l'équation (y) devient alors 
cos 6 di 



ds 



1 



/ 






Faisons successivement i^^ o, i = -> et appelons - la cour- 

bure géodésique de la ligne ds; appelons — et — les cour- 
bures géodésiques des lignes coordonnées; nous aurons 

« 

I I r^T. I I ÔM 



^^-, -- .^^, 



par suite 

ï «5 YX 7(1. 



ou encore 



I di cosi sin i 

_ =. _ H 1 , 

ï ^^ ÏX T{x 



formule découverte par M. O. Bonnet et qui permet de mettre 
les équations des géodésiques sous la forme 

di _ cosi sïni 
ds ~ YX ï(i 



\ 
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XXII. — Théorème de M. 0. Bonnet. 



On peut donner de la courbure géodésique une expression I 
remarquable due à M. O. Bonnet. Si l'on désigne par û^jc, ^ 
dy^ dz et par 8:r, 8/, oz des déplacements effectués sur la 
surface dans deux directions rectangulaires, on aura évidem- 
ment l'expression suivante de la courbure géodésique de 

r 

la courbe dx^ dy^ dz 

cos6 _ d'^x Sa? d^y 8j^ d'^z Zz 

OU 



. cos6 v^ d^x ^x 



or on a 



^Sdx'^ = ds\ y]^^^ = ^s^' 

Si l'on différentie la première de ces formules avec la carac 
téristique 8, on a 

(b) ^ dx ô dx = ds ^ ds; 

si Ton différentie la condition d'orthogonalité 



2 



dx ^X = O 



avec la caractéristique rf, on a 

\ d^x^x -h \^ dx 8 dx = o ; 

en vertu de (a) et (6), cette formule donne 

. cos 6 _ ^ ds 

9 ds 8.Ç 
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XXIII. — Théorème de Lamé. 

Supposons que AB(/ig', 7) représente la ligne coordonnée 
[ji = const. et AD la ligne coordonnée X = const.^ supposons 
les coordonnées orthogonales et soient DC la ligne dans 
laquelle se change AB quand [jl se change en [x -1- Ajjl et BG 




A--, 

•2 


P-it-ex, 


B ", 

'2 


•2 


R = ■7c-+-ex-+- ^sx, 


D '^, 

2 



celle dans laquelle se change AD quand \ se change en 
\ 4- A).. Par les points A, B, G, D menons des arcs de géodé- 
siques tangents aux côtés du quadrilatère ABGD : nous for- 
merons un octogone géodésique APBQGRDS dont les angles 
seront donnés par les formules 

O = TU — ÊM î 

£X et t^ désignant les angles minima que font les tangentes 
géodésiques en D et .en B avec les tangentes en A. Expri- 
mons que la courbure totale de notre octogone est égale à 
l'excès de la somme de ses angles sur douze droits ou sur 
Gît (p. ii5); nous aurons, en appelant K la courbure totale 
de la surface en A et S, la surface ABGD 

SK==: Ax£jj.H- Ajxsx 
r on a £{x== -7^' £x= 7-^ en appelant y^j^ et yx les rayons 

1(1. j A 
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de courbure géodéslque des lignes ). = const. et [x = consl. 
et 5ji, s\ les longueurs de leurs arcs; on peut donc écrire 
l'équation précédente 

OU bien 

/r-%-y 1^ n T à \/M dk du. à Jh dX du. 



ou encare 

•2 V^M c^X Yfx jt y/L ^I^ YX <^X à^ 

or (p. i35) on a vu que 

YX ~ aL v/M ^I^' Yji ~ aM /L (^X ' 
donc la formule précédente peut s'écrire 

K =:: - - * "^"^ - ^^ - 



Y?. ïx y/Lc^X v/^J^fJ^ 

Telle est l'équation de Lamé qui doit avoir lieu pour que 
le système de coordonnées soit orthogonal. 



XXIV. — Courbure normale et courbure propre. 

La courbure géodésique s'introduit bien plus naturellement 
dans la théorie des surfaces que la courbure ordinaire ou 
propre des courbes tracées sur ces surfaces. Toutefois, si l'on 
tient à calculer la courbure propre d'une courbe, il faut cal- 

culer sa courbure tangentielle ou géodésique et sa cour- 
bure normale — : la racine carrée de la somme des carrés 

P 

de ces courbures fournira la courbure propre -• 
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La courbure normale est celle qui se présente tout d'abord 
quand on veut calculer la courbure d'une courbe tracée sur 
une surface; et, en effet, si Ton se donne les cosinus direc- 
teurs de la tangente à cette courbe a, 6, c au point (^, y^ z), 
les cosinus directeurs a', 6', & de sa normale principale; si 

l'on appelle /?, q les dérivées — , -r-; r, 5, ^ les dérivées -r^> 

- — — » -— r du Z de la surface, p le rayon de courbure de la 

courbe, 9 l'angle que fait le plan osculateur de la courbe avec 
le plan tangent à la surface, on aura 

. a'p-^b'q~c' 

sm0 = — ^ ^ t 

zt. V7>2 -H ^^ 4- I 



d^ X d^ Y d^ 

et, en observant que a'= p -^, 6'= p -^, c'= p -^ 



z 



d^x d^y d^z 

sine ^~ds^ ~^^ 'ds^~ ~ds^ 



— \/p^ H- ^* -t- I 



OU, en observant que 



d^x d^y d^z V / dxY dx dy J dyy\ 



on a finalement 



sinQ 



zii/i4-/?î'-^^2 



\_ \ds I ds ds \ds J \ 



* A 

C'est donc la courbure qui se présente quand on 

P 

cherche -• Cette formule, quand on y fait 0=:o, est celle 

P 

que l'on a trouvée (t. II, p. 458) et dont on a fait usage pour 
l'étude de la courbure dans les sections normales; elle con- 
tient la démonstration du théorème de Meusnier. 
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La courbure normale en coordonnées curvilignes sera 
donnée par la formule (p. 99) 

9 ~ 7l-M — K*(LX'2-r-2RX'|ji'-T-M(ji'2)* 

la courbure d'une asymptotique est égale à sa courbure géo- 
désique, celle d\ine géodésique à sa courbure normale. 



XXV. — Torsion géodésique. 

• I • ds 

Soient - la torsion géodésique d'une courbe, rfT = -=r son 

angle de torsion ; d^ l'angle que fait la normale à la surface 
avec le plan tangent à la courbe normale à la surface menée 
par le point infiniment voisin; soit enfin 8 l'angle que le plan 
osculateur à la courbe fait avec le plan tangent à la surface. 
Nous avons vu que (p. a5) 

d^ = di H- fl?0 ; 

nous aurons alors, en divisant les deux membres de cette 

formule par l'élément d'arc ds et en observant que — est par 

définition égal au rapport --j , 

i _ dz d^ 
g ds ds 

En appelant a, j3, y les cosinus des angles que la normale 
à la surface fait avec les axes, nous avons trouvé (p. 24) 

\ dx dy dz 

(a) ds d^ — ^, a ^ ^ 

I doL d^ â?Y 

or a est éeral à — - ^ ou - — 1 donc 

doL — — - ^ -\-p.d 



/LM — R2 /LM — K« 
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Si de la troisième ligne on retranche alors le produit de la 

j on trouve 



seconde par y/LM — K^ d 



ds cW = 



LM — Rs 



v/LM - a» 

dx df dz 

P P' P" 

dp dp' dp" 



or 



V/)2 = LM — R2 - 



P P P 

dx dy dz 

d\ '3\ àk 

d.r ôy dz 

Ô\L à\L d\L 



en multipliant membre à membre, on a 

o \.dl-^Kd\x. KdX^Md\L 



{\M ~ K^Y ds d^ = 



2/?2 o o 



ou en observant que ^/^* ^= LM — R- 



I 



(LM — R*)^;^^^^; 



^^^1 =-(Lt;X-HR^(JL)2^^i> + (R^-HM<a)2j^/>. 



Or on a 



XI dx , ."V^ dx v^ , dx 



âix 



ou 



— — (r dl - m d\L ), 
^'-^ dp =^ —{l cfk-r- r dix): 



la formule (i) donne alors 



{LM — R^)dsd^=- (Ldl 

— (RtA 



R dii )(rd'k -h m du) 
M d\L){l dX -+- r d\L), 
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En appelant alors - la torsion géodésique, on a 

(•21) \ g LM — R« *■ ^ ^ 

l -f-XV'(^M — /nL)-4-[Ji'»(rM— mR)]; 

en égalant - à zéro, on retrouve les équations des lignes de 

courbure. En prenant les lignes de courbure pour lignes 
coordonnées, on a 

ff- ^^[l h)' 

en appelant alors tt^ et -5- les courbures principales, on a 



ou 



^' = rfn^^,(-i;-~) 



ou encore 



Cette formule (c) pouvait se démontrer en partant de la 
formule (a) et en supposant que Ton ait pris le plan tangent 
et les sections principales pour axes. Le calcul est très simple, 
nous nous dispenserons de le faire. 

La formule (c) peut s'écrire, en posant a= - (^ p~)' 

(A) — = a sinii. 

g 

La torsion géodésique d'une courbe ne dépend donc que 
de l'orientation de cette courbe par rapport aux lignes de 
courbure et elle varie comme le carré du rayon vecteur d'une 

lemniscate de BernouUi. Si l'on observe que — z=i — -x-~., 

g T ' ds 
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en vertu du théorème de Lancret, on voit que, pour une ligne 
géodésique, rf8 étant nul, on a 

I 
= = a sin2ï. 

Donc la torsion d'aune ligne géodésique ne dépend que 
de son orientation et varie comme le carré du rayon vec- 
teur d^une lemniscate de Bernoulli. 

La torsion d'une géodésique tangente à une ligne de 
courbure est donc nulle. 

Donc enfin une ligne de courbure ne ^eul être géodésique 
que si sa torsion est nulle ^ donc : 

Pour quUine ligne de courbure soit une ligne géode- 
sique, il faut qu'elle soit plane, et que son plan soit par- 
tout normal à la surface. 

Enfin on voit que les torsions géodésiques dans deux 
directions rectangulaires ont une somme nulle, 

La formule (A) fournit aussi une expression remarquable 
de la torsion d'une ligne asymptotique; le plan osculateur 
d'une asymptotique étant tangent à la surface, on a 

et 

1 _ I 

en sorte que pour une asymptotique comme pour une géo- 
désique, on a 



T 
mais on a 



I . . I . ./ I ' \ 

j=«s.n-.t=-s.na»(^^-^); 



tang i = --- — ^ , sin 2 i = 2 i/LM X' u', 
s/Ld\ 

donc 

(B) i=A'^fe-i)^V' = 
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•mais Téquation des asj' m pto tiques est 

En remplaçant dans (B) V et jjl' par leur valeur tirée de là, on 
'trouve 

L = ^ v/LMi/— "/m (2 LV 

et, si l'on observe que =- = -pr , rjrp = ^r-, on a facilement 
' ^ L R, M Rs 



-- = -1/--- 



XXVI. — Des surfaces applicables. 

On dit que deux surfaces sont applicables Tune sur l'autre 
quand on peut faire correspondre leurs points deux à deux, 
de telle sorte que deux arcs correspondants infiniment petits 
soient toujours égaux. 

Supposons que Ton ait tracé sur deux surfaces un système 
de lignes coordonnées : soient )v, [jl les coordonnées curvilignes 
d'un point M de la première surface, V, ^' les coordonnées 
du point M' correspondant de M sur la seconde surface, ds, 
ds' deux arcs correspondants passant en M et en M'. On aura 
pour ds^ et ds^'- des expressions de la forme 

ds^ :^ L dl^ -T- 2 R û?X d^k -f- M c^fx», 

ds'^ ^ Vdl'^ -r-2.R'd)Jdll'-r-M'dll''', 

et pour que les surfaces soient applicables l'une sur l'autre 
on devra avoir ds ^=: ds' ou 

(A) Lt^X2-H2R^t/lJL^-M^|JL'i-^L'^X'2-h2R'rfX'£/fx'-T-M'£/(Jl'2. . 

Mais dire que les points M et M' se correspondent, c'est dire 
que, M étant donné, M' est déterminé ; donc on doit supposer 



DBS COORDONNÉES CURVILIGNES SUR UNE SURFACE. 1^5 

V et ^' fonctions de X et [Ji, de sorte que ds'^ peut se mettre 

SOUS la forme 

Li dk^ -f- 2 Ri û?X û?fx -f- Ml d^i^, 

en prenant pour variables )^ et [jl. Rien ne nous empêche alors 
de supposer les quantités X' et [x' égales respectivement à X 
et à [JL : la formule (A) devant alors avoir lieu quels que soient 
cfk et rf[JL, il faudra que Ton ait 

L = L', M = ]Vr, W=N'; 

réciproquement, si pour deux surfaces les éléments ds^ elds'^ 
correspondants affectent la même forme, ces surfaces seront 
évidemment applicables Tune sur l'autre. 

Nous avons vu que l'expression de la courbure d'une 
surface ne dépendait que de L, M, N (p. io3) et de leurs 
dérivées; il en résulte le théorème de Gauss : 

Théorème de Gauss. — Pour que deux surfaces soient 
applicables l'une sur l'autre, il faut que leurs courbures 
totales soient les mêmes aux points correspondants . 

En eff*et, la courbure totale étant une fonction de L, M, R 
et de leurs dérivées, si l'on observe que, pour que les surfaces 
soient applicables, il faut que les L, M, R soient égaux, il 
faut que toutes les fonctions de L, M, R soient les mêmes 
dans les deux surfaces, et, en particulier, il faut que les 
courbures totales soient les mêmes. 

Mais il ne suffit pas que les courbures soient égales aux 
points correspondants pour que les surfaces soient appli- 
cables l'une sur l'autre. 

Théorème II. — Pour que deux surfaces soient appli- 
cables l'une sur l'autre, il faut qu'une géodésique quel- 
conque de l'une ait pour correspondante une géodésique 
de Cautre, 

Ce théorème résulte, comme le précédent, de ce que les 
géodésiques ne dépendent que de L, M, R. D'ailleurs toute 
L. — Traité d'Analyse, VIL lo 
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ligne minima de l'une doit être une ligne minima de l'autre, 
puisque toutes les lignes correspondantes doivent être égales 
entre elles. 

Liouville a donné de la courbure totale K d'une surface 
diverses expressions que l'on vérifiera aisément en les com- 
parant à la formule générale de Gauss, ou en les calculant 
directement. 

I" ds étant de la forme L d\^ + M ^[jl-*, 






Yji. et yx désignant les rayons de courbure géodésique de 
UL .■- const. el\ = const. 

s>/* ds étant de la forme R dX di*. , 

_ I â^R _ I riR «m 

~ H dldii ~~ R2 d\ àii ' 

3° ds étant de la forme Ld'k- -h du.'-, 

4" ds étant de la forme A{d'k- -h c/[jl-), 

Quand A = const. , on a R = o et la surface est développable. 

XXVII. — Méthode pour rechercher des surfaces applicables 

les unes sur les autres. 

Soient S et S' deux surfaces; soient X, [jl des coordonnées 
curvilignes relatives à la première surface, V, [jl' des coor- 
données curvilignes relatives à la seconde ; soient ds l'élément 
d'arc tracé sur la première, ds' l'élément d'arc tracé sur la 
seconde i soit enfin R ^zfÇk, jjl) la courbure totale de la pre- 
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mière, R' = /'(V, [jl') la courbure totale de la seconde ; soient 
enfin 

ds'^' r= V dk'^ -^ iW dX' dii' -^ M'dii''-. 

Pour que nos deux surfaces, S et S', soient applicables Tune 
sur Tautre, il faudra d'abord que Ton ait, en vertu du théo- 
rème de Gauss, R = K', ou 

AX,f.)=/'(X', II'); 

celte formule ne pourrait pas être satisfaite dans le cas où / 
se réduirait à une constante, à moins que /' ne se réduise à 
la même constante. Nous écarterons d'abord ce cas. 

Prenons alors y*=y' pour variable indépendante, et sub- 
stituons cette fonction à la place de l'une des variables X, [jl; 
en d'autres termes, supposons que), soit précisément la cour- 
bure totale de l'une et l'autre surface. Oh pourra écrire 

(a) fls^ = Ldl^ -hiHdAd[i -^Mdii^, 

O) ds'^ = Vdl^ -h^Wdldii'-^ M'dii'K 

Maintenant pour que nos surfaces soient applicables l'une 
sur l'autre, il faut que l'on puisse exprimer tx^en fonction de 
X et [A, de telle sorte que 

ds = ds' ; 
posons donc 

la formule (p) deviendra 

-('■'■^-"■■ï^)'«*-»''(?;)v. 

et, pour que ds^ ■= ds'^^ li faut et il suffit que, en comparant 
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avec (a), on ait 



M 



-m- 



La dernière formule donne 






la seconde 



la première 
ou 



c'est-à-dire 



R2M'_R'2M 

L = L'H rrr^T -? 



MM' 
ou 

^ MM' 

Pour que tîj et t|; puissent être regardées comme des dérivées 
d'une même fonction [jl^, il faut que 

OU bien, faisant usage de la lettre d pour le cas où X, [x et u' 
sont variables indépendantes, 

dm dm . M d^ 
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on n'aura pas besoin de recourir à cette équation (e) si (8) 
contient [x', car, en le tirant de là, on pourra vérifier si ~ = t*j 

et si -ry^ -= <j/. Si (8) ne contient pas [x', elle sera identique; 

(e) devra avoir lieu, on en déduira [jl' et l'on verra si -^ =: tît 

et si -^ = tj^. Dans ce cas les surfaces seront applicables. 



XXVIII. — Étude du cas où la courbure est constante. 

Nous avons vu que, sur toute surface, on pouvait trouver 
un système de coordonnées, telles que la courbure pût se 
mettre sous la forme 

(a) -f ± = _ J_ /^^ + ^IMA) . 

sur ces surfaces, on a 

(b) ds^ = \(dk^-hdii^). 

Voyons à quelles conditions la courbure ii= — sera constante. 

Ce cas ne pouvant être traité par l'analyse précédente, il con- 
vient de l'étudier à part. 
Si l'on fait 

X -4- (Jt y/— 1 = w, X — fji / — I = P, 

la formule (a) devient 

(c) d^o^X ^^ A , 

cette équation a été intégrée, comme il suit, par Liouville 
(voiries notes à la Géométrie analytique de Monge, dernière 
édition). On pose 

""-du' 
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la formule devient alors 



-'- = o 



du dv du 2 a* 
ou^ en intégrant, 



âv 2a^ 



/(^) = o, 



/(p) désignant une fonction arbitraire. Multipliant par r— , 
il vient 

dz h f(v) — = o 

duàv 'la^ du *^ ^ ' du 

et, en intégrant, 

F(ç>) désignant une nouvelle fonction arbitraire. Soit ^{v) 
une solution particulière de cette équation : posons 

(d) e = m(p)-^;; 

nous aurons 

tït'(0±'^-+-^(^)/(^)-^-F(0-o, 
^ a- 

Divisons par i^^ et posons <}/=-, nous aurons 

ou 

dv 






On peut intégrer cette équation linéaire, et, si l'on pose 



4«V 
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on trouve 

i:=[<i>(«)±w(.)]^-, 

^(u) désignant la constante d'intégration. 
On en conclut, en vertu de (rf), 



et 

Pour que A soit réel, ^ et ^'^ doivent être conjugués) posons 
donc 

on a 

et, par suite, 

4>'( M ) W ( P ) ( rfX2 + ^{jl2 ) = ^a* -H û?p« ; 
la formule (/) peut s'écrire alors, en prenant le signe H-, 

et Ton a 

(^) ds^=^{da^ + d?^); 

si l'on prend le signe — , on a 

4a«(û?a2-4-rfpî) I 



A = — 



— 4P^ C?X«-|-C^[JL»' 



Les équations (^) et (h) montrent que les surfaces qui ont 
même courbure constante ± -j sont applicables les unes sur 
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les autres, puisque Télément ds y sl sur toutes la même 
forme. En particulier, toute surface dont la courbure est 
positive et constante est applicable sur une sphère. 

Parmi les surfaces à courbure constante se trouve une sur- 
face remarquable appelée pseudosphère : c'est la surface de 
révolution engendrée par une trac tri ce (développante de chaî- 
nette) tournant autour de son asymptote. Dans cette courbe 
le produit du rayon de courbure par la normale est constant; 
elle engendre alors, comme il est facile de le voir, une surface 
de révolution dont les rayons de courbure sont la normale 
et le rayon de courbure de la tractrice, et par suite dont la 
courbure est constante. 

En général, les courbes planes dont le produit du rayon 
de courbure par la normale est constant sont compliquées; 
leur équation renferme des fonctions elliptiques, comme il 
est très facile de s'en assurer. 



XXIX. — Quelques propriétés des surfaces à courbure constante. 

On peut parvenir plus directement aux résultats obtenus 
au paragraphe précédent : en effet, en prenant les coordonnées 
de Gauss, on a 

et, en exprimant que la courbure k = ^^ est constante, on a 

et, par suite, 

G = A cos r ^k -f- B sin r y/^, 

A et B désignant des fonctions de S seul. Or, pour /• = o, 
G== o; car, en supposant r constant et infiniment petit, on 
a t/5 = G (iS et rf5 = rrfô ; ce qui exige que G = r et que, 
par conséquent, G s'annule avec r. La formule précédente 
donne alors 

G = B sinr/^, 
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et l'on a 

ds^ = dr^ H- B2 sin« r \/k fl?ô« 

= sinî r sTk ( , ^"^^ -+- B^ d^^' 
\sin2r yk 



ou 



en posant 



ds^ = sinV /A:(<fa2 H- û?p2)^ 



d0i=-^^-y d^ = Bd^. 

sinr yk 



Toutes les surfaces ayant même A* constant sont donc appli- 
cables les unes sur les autres. 

Considérons maintenant une surface de courbure k et une 

sphère de rayon --p> ces deux surfaces sont applicables l'une 

sur l'autre; un triangle géodésique ABC de la première sur- 
face sera donc applicable sur un triangle sphérique ayant les 

mêmes angles A, B, C et les mêmes côtés a y/ A", b^k, csjk\ 
les formules de la Trigonométrie sphérique s'appliqueront 
donc au triangle géodésique en question, et l'on aura 

sinav^ sine v/^ _ sine \/X: 
sinA sinb sinC 

Ces formules subsistent lors même que k est négatif, c'est- 
à-dire lors même que les rayons de courbure sont de signes 
contraires. 

Nous allons en donner une démonstration tout à fait géné- 
rale. A cet effet, reprenons les coordonnées de Gauss; le ds 
de la surface sera donné par la formule 

(a) û?52 = û?r2-HG2û?eï, 

la courbure constante k par la suivante 

I (^2G 

Ir • 

"G dr^ ' 
d'où l'on tire, comme plus haut, 

(6) G = Bsinr/^, 
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^ pouvant être réel ou imaginaire et B désignant une fonc- 
tion de B ne contenant pas r. Enfin Téquation difTérentieUe 
des lignes géodésiques sera 

dcosi _ nàG/d^y 
ds dr \dsj 

OU, en vertu de (6), 

(c) — — — = B*/^sinr/A:cosr/^ / -7- j ; 

les formules qui donnent i deviennent 

, „ û?ô si ni si ni dr 

(d) -y- = —p^ = r> -7- = cosi; 

ds G hs'mr^k ds 

en vertu de ces formules, Téquation (c) des géodésiques 
devient 

— ,- sin i = y/it sin* i col r \/k 

et, en remplaçant ds par — .> 

— di ^ dr 



tangi tangr/A- 
L'intégration donne 

sin i sinr yk = const. = sini'osinro v^^, 

en désignant par ro et Îq deux valeurs particulières de r et i; 
on trouve ainsi 

- sini sinro \/k 

(// ~ — ~ — 7 — ' 

sinio sin r^k 

ce qui permet d'énoncer le théorème suivant : 

Soient a, 6, c les côtés, A, B, G les angles opposés d'un 
triangle géodésique tracé sur une surface à courbure 
constante : on a les relations 

... %ma\/k smb\/k sinc\/A: 

( A ) = = — ^— ^— • 

sinA sinB sinC 
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ce qui va nous permettre d'écrire les formules (/) ainsi : 

sin i sin/o ^^inO 



(<r) 



sinroV^X: sinr^ sins^k 



en appelant s le côté opposé à l'angle 6, c'est-à-dire en sup- 
posant que To corresponde à la ligne coordonnée 6 = 0. 
Reprenons la formule (d) 

, , ^ db s'ini sin* i 

{h) 



"* h sin r^k B sinro /^ sin t'o 
des formules (g) on tire 

sin^ô sin^^* 

, • 

sin^^ v^^ sin2/'ov//t 

en divisant alors la formule (A) par celle-ci, on a 

6?6 ^ fis _ sin To ^k 
sin*6 * s'in^Si/k ~ B sin/o 
OU 

B dd ds sin r© \/k 

sin^e sin^^/A: «'"^'^ 

Nous supposerons y/A'B^ ï, ce qui ne diminue en rien la 
généralité de nos conclusions; cela revient à supposer 

ds^ = dr^ -+- -- sin2 r Jk d^\ 

s/k 

ce à quoi l'on arrive en prenant pour variable 1 Bdh à la 
place de 6; la formule (/) devient en intégrant 

. /7 sin/'o\/Â- 

COtD = cols va: : : h CODSt. 

sinto 

ou 

cot6 sin 1*0 — col s ^k sin r© \/k = const. 
ou 

cosOsini'o cofis s/k %\nrçi\/k 

r—^-- = consl. 

s»nO sin 5 /A: 
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OU 

cosÔ sin r Jk — cos5 Jk sin r^ Jk 
— — = const.; 

sin* y k 
si alors on fait 5 = o, r = ro, on trouve 

cosTo sjk cos l'o = const. 
On a donc finalement 

cotô sinr'o = cot* ^k sinr© ^k -h cosro y^X: cos/,,, 
ce qui établit les formules 

cot a >Jk sin 6 s/k = cos h yjk cos G ~\- sin G cot A, 

lesquelles jointes aux formules (A) permettent d'établir entre 

A, B, C et <2 sjk^ b\Jky csjk toutes les formules qui ont lieu 
entre les angles et les côtés d'un triangle sphérique. 

Bien entendu, quand k est négatif, les lignes trigonomé- 
triques seront remplacées par les fonctions hyperboliques de 
même nom. 

Une remarque avant d'abandonner ce sujet : considérons 
la formule 

cos A = — cos B cos G -h sin B sin G cos a \/k ; 
si l'on y suppose B == G = -> elle devient 

COS A = cos a >Jk, 

Si k est positif et égal à -^^j on en tire pour a une valeur 

réelle; sur une surface à courbure positive, il existe donc des 
triangles birectangles ; en d'autres termes, deux géodésiques 
perpendiculaires à une troisième se rencontrent toujours. 

Si, au contraire. A" = — m' '^ formule précédente donne 



cosA = 



grtR _^ g-flR 



d'où l'on ne peut tirer de valeur admissible pour A, le pre- 
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mier membre étant moindre que i, le second plus grand; 
donc : 

Sur une surface à courbure constante négative, deux 
géodésiques perpendiculaires à une troisième ne se ren- 
contrent jamais. 

Il y a plus, si, dans la formule 

cosA = — cosB cosG -H sinB sinG cosa ^k. 



on fait seulement B=-? il faudra que C ait une valeur 

moindre que -> pour que A ait une valeur réelle quand a est 

donné; il y aura donc, si je puis m'exprimer ainsi, un angle 
de parallélisme, et pour une valeur donnée de a un angle C 
limite, séparant les géodésiques rencontrant la perpendi- 
culaire en B à a, de celles qui ne la rencontrent pas. 

La géométrie des géodésiques sur une surface à courbure 
constante négative présentera alors une grande analogie avec 
ce que l'on a appelé la géométrie non euclidienne, c'est- 
à-dire avec la géométrie plane de la ligne droite démontrée 
sans admettre le postulalum d'Euclide. 

(Voir les travaux de Bolyai et Lobatchefsky, analysés par 
M. Houël dans les Mémoires de r Académie de Bordeaux, 
et les notes de la dernière édition de la Géométrie de 
MM. Rouché et Comberousse.) 

XXX. — Surfaces applicables sur le plan. 

Soient a, p, y les coordonnées d'un point d'une surface 
applicable sur un plan; x,y les coordonnées du point cor- 
respondant du plan. En égalant les éléments d'arcs tracés 
sur les deux surfaces, on a 

da^ -h d^^ H- d-(^ = dx^ -f- dy* ; 
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en remplaçant rfa, rfp, d'^ par leurs développements et en 
identifiant, on a 

(S)'-(2)'*(â)'=- 

' (^a: oj^ "^ ()a7 c[^ ôx dy ' 



(l)'-(l)'*(?)'-= 



en différentiant ces équations par rapport à j: et à y, on trouve 

^d àx dx^ ' Âd àx dx dy ' 

^ I àct. â^a f^a ()* a \ _ 

^^ \ àx dx dy dy dx^ ) ' 

2/ di d^ a r)a (^2 gj \ 

\ dx dy^ dy dx dy / ~ ' 

^a d^a v^ (^a c)'a 



.iMi dy dxdy ~ ' .^d o[/ dy^ 



— o. 



Ces équations, convenablement combinées par soustraction, 
donnent 



Jx'dx'^~^' 2àdT dxdy ~ ^' ^^d^*" 

jLà dy dx^ ~ ' jLi dy dxdy ~ ^' ^ dy dy^ ' 
Si, pour abréger l'écriture, on pose 

les équations précédentes montrent que 

à'^ .._ à^f^ d^y 

d^ • ^ - (^;r« • dx^ • ^' 

(^ic (J'^ ' dx dy ' dx dy ' "* 

£1" . A _ ^ . R - ^ . r 

«Ir' «^^ «!r' 
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on en conclut 

dx^ ' dx dy dx^ ' dx dy dx^ ' àxây' 

par suite, 7-' 3^' ^ ^^^ leurs dérivées proportionnelles. Ces 

quantités dépendent donc d'un même paramètre t; on voit 

d'une façon analogue que -> ^> -- sont également fonctions 

d'un même paramètre t^ ; enHn la deuxième équation (a) 
montre qu'entre t et t' il existe une relation : donc les six 

dérivées -r-» • • • j ^^ sont fonctions d'un même paramètre /. 
dx oy ^ 

Or on a 



et, par suite, 



'^^ = S ^--^ ^J -'p- 



''Y. 


(^Y âoL d^ d^ 
da. dx ' dQ dx 


d^( dy d% 


ày d? . 


âx 


dy dx dy ^ 


d? Oy • 



-T^ et -tI sont donc des fonctions d'un même paramètre ou, si 



l'on veut, 



%h'^ 



ce qui est l'équation des surfaces développables. Ces surfaces 
sont donc les seules qui soient applicables sur un plan. 



XXXI. — Théorème de Bour. 

Toute sur/ace hélicoïdale est applicable sur une sur- 
face de révolution. 

Toute surface hélicoïdale peut être représentée par les 
équations 

(A) a?— acoscp, 7 = asinçp, z = k^ -\' ^i^a)\ 

en supposant a constant, on obtient des hélices. Cherchons 
leurs trajectoires orthogonales, et soit m = consl. l'équation 
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de ces trajectoires; prenons a à la place de <p pour variable, 



nous aurons 



09 . 09 

dx — da coscp — a sincp -r-^ da — asin9 -r-^ du, 
^ ^ oa ^ ou 

âo do 

dy — <fa sinç -h a cosçp -— da-\- a coscp -p du, 

09 09 

dz - k -^ da -^ k -^ du -\- ^\a^da ; 
oa ou 

on en conclut cette expression pour l'arc ds^ 

[09 09 09 ào 09 1 

a^T^-r--^k^-T---^-i-k-^ +'(«) 
da du oa du du ^ J 

Si M = const. est l'équation des trajectoires orthogonales des 
hélices, il faut que le coefficient de da du soit nul ou, comme 

à^ -Al 

-p ne saurait être nul, que 



on déduit de là 






f {u) désignant une fonction arbitraire; ds^ prend alors la 
forme 

et, si l'on fait 

J'{u)du = dà, ^F{a)da = d(jy 
on a 

(a) û?5« = c?(T«-*-H((T)rf6«. 
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Mais, si l'on considère une surface de révolution, elle peut 
être représentée par les équations , 

a: = rcos6, j^ = rsinO, z = T3(r)y 
et Ton a 

Si Ton fait 

dr /i -+- T!j'^ = d<T, 
il vient 

(P) ds^- = d<j^-hU{G)d^^\ 

si alors on choisit tjs (/'), de telle sorte que U.(ar) r— H((t), les 
valeurs (a) et (P) de ds seront les mêmes pour la surface 
hélicoïdale et la surface de révolution. Ces deux surfaces 
seront applicables Tune sur l'autre. Donc toute surface héli- 
coïdale est applicable sur une surface de révolution. C'est 
le théorème de Bour. 

Pour donner une application de ce théorème, considérons 
l'hélicoïde à plan directeur 



a7 = acoscp, j^ = asîncp, ^ = X:cp 



conoïde engendré par une droite qui s'appuie sur J hélice 
représentée par les mêmes équations, où a est constant, et 
sur son axe en restant sans cesse perpendiculaire à cet axe; 
ici l'on a 

et 

? -=/(w); 

par suite 

ds^ = û?a2 -+- (a* -h k^)f^{u)du'^ 

ou 

ds^ = da^ + (ai 4- k'')do^'. 

On appliquera l'hélicoïde en question sur la surface 

a7 = rcoscp, ^ = rsincp, z = T3{r), 

pour laquelle 

ds^ = dr^{i-\- Jss'^)-^ r^d^i, 

L. — Traité d' Analyse j VII. n 
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si Ton prend 

da =z dr ^ i -\- nj'*, 

/• = v/a* -h k^, Cl = //'» — k^j 

r dr 



da = 



i/r^ — X:* 



et, par suite, 



= ^i-hm'^ ou T3l'(/*) — 



TT- > 



ni = A: log ( /• -h //• A-^') ; 

Téquation du méridien z = tît(/) devient alors 

z = k\oçç{r-^ //•* — a) h- const. 
En prenant la constante égale à — /." log A*, on trouve 



z z 



l'hélicoïde gauche à [)lan directeur est donc applicable snr 
Taljsséide ou surface engendrée par une chaînette qui tourne 
autour d'un axe perpendiculaire à son axe de symétrie. 

Un calcul semblable montre que la surface hébcoïdale, 
engendrée par une droite qui se meut en restant parallèle à 
la base d'un cylindre de révolution et en rencontrant tou- 
jours une hélice tracée sur le cylindre tangentiellement au 
cylindre, est applicable sur un hyperboloïde de révolution : 
dans l'application des deux surfaces l'une sur l'autre, les géné- 
ratrices de l'hélicoïde s'appliquent sur celles de rhyperbo- 
loïde('). 

Eniin il est à peine nécessaire de faire observer que riiéli- 
ooïde développable s'appliquerait sur un plan. 



(•) On verra plus loin tlans la théorie des surfaces gauches que, si deux 
surfaces réglées sont applicables Tune sur l'auire, elles le sont génératrice 
sur génératrice. 
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XXXII. — Sur la construction des cartes. — Conservation des angles. 

Le but de la construction des cartes de Géographie est de 
donner, sur un plan, une image plus ou moins ressemblante 
d'une figure tracée sur le système terrestre. Ce problème est 
un cas particulier du suivant : 

Etant donnés une surface et un plan, faire corres- 
pondre à chaque point de la surface, un point déterminé 
du plan, de telle sorte que, un point décrivant une ligne 
sur la sut face, le point correspondant sur le plan décrive 
aussi une ligne ayant avec la première une certaine rela- 
tion donnée. 

Pour établir entre un point M du plan et un point M' de la 
surface un mode de correspondance, on peut se donner entre 
les coordonnées rectangulaires x^ y du point M et les coor- 
données curvilignes \ [x du point M' deux relations. 

Proposons-nous de déterminer ces relations, de telle sorte 
que les figures infiniment petites correspondantes soient 
semblables ou, ce qui revient au même, de telle sorte, que 
les angles correspondants soient égaux (c'est-à-dire que les 
angles se conservent); les éléments infiniment petits corres- 
pondants devront alors être proportionnels, et, par suite, on 
devra avoir 

( I ) i^dx^ -{- dy^) = k{ L dl'^ -h iW d\ d\ï. h- M d\x^), 

I., M, R désignant les coefficients du carré de la diflerc:!- 
tielle de Tare de courbe tracé sur la surface. 
Pour résoudre le problème, il faudrait poser 
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et l'on aurait ainsi trois équations pour déterminer X:, X et [jl. 
Jacobi indique la marche suivante : il pose 

L rfX« H- aR <A é/fji-h M rf(Ji« = PQ, 

P et Q désignant deux facteurs conjugués, et 

k = (a-\-b \f^ï){a — b v/— T) = a* -i- 6* ; 

puis il décompose l'équation (i) en 

dx-\-dy v/— I = (a -h 6 v/- - 1 j P, 
dx — dy / — I = (a — b \J — i ) Q. 

Pour résoudre le problème proposé, il suffit alors de choisir 

a et b, de telle sorte que a-\- b \/ — i , soit un facteur d'inté- 

grabilité de P; a — 6\/ — i sera alors un facteur de Q et 
l'intégration donnera deux équations entre ^, y, \ [jl. 

Supposons qu'il s'agisse de représenter une sphère, le Mi- 
sera de la forme 

dl^ -h sinn dii'i ; 

on devra donc poser 

c?a7H- dy / — I = {a-\- b / — i )\d\ -f- ^ — isinX tffx), 
dx — dy v/ — i =(a — b y/ — i)(d\ — / — i sinX dix); 

on peut prendre a-h b y/ — i = """t^ ^^ alors on a 

dx -h dy /— I = - - ^ -{- du. J — 1 

ou 

X -^y \J — I = log tang^ X -+- (i \J — i -h const. ; 

on en conclut tang^X = ae^, ^ = jji -j- p, a et p désignant 
deux constantes. 

Dans ce système, dû à Mercator, les méridiens et les 
parallèles sont représentés par des lignes droites, les loxo- 
dromies sont représentées par des droites. Les cartes marines 
sont construites dans ce système. 
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Supposons que la Terre soit considérée comme un ellip- 
soïde à trois axes inégaux 



a?' r* z* 

^- — — î =1* 

a» ^2 c2 ' 



on peut satisfaire à cette équation (voir t. II, p. SaS) au moyen 
des formules 



w 


H-X)(a»-h 


|jL)a-^ 


(«5 


' — cî)(aî- 


-b^) 


\b^ 


-hX)(6î-+- 


ix)b' 


{b^ 


c«)(6* 


-aï) 


\c^ 


-+-X)(c2-h 





on trouve alors 

* - 4 (XH-a*)(xV62)(X-f-c«) "^ 4 {[jL-+-a2)([jL-h6«)(|x-f-c») ' 

Le facteur d 'in tégrabili té est -==? et l'on peut prendre 

/X — [X 



<ate -+- dy J— I = I / 7^; --^^ — , ,. .^ r- d\ 



/i 



2)(X-+-C2) 



((X -i- a2)(|JL -h 62)(|Jl + c2) 

j; et ^ s'obtiennent alors par des quadratures elliptiques. 

XXXII. — Projection stéréographique. 

Pour représenter la sphère sur un plan, nous avons vu que, si 
Ton voulait conserver les angles, il fallait résoudre l'équation 

dx^^ dy^ = Â:î(t/X2-i- sin«X d\L^) 
ou, en prenant des coordonnées polaires, 

dr^ 4- r«rf6î = A:«(û?X«-f- sin*X d\L^), 

On peut prendre 

û?6 = d\i. ou Q = Ht, 

dr = kdk, r = A:sinX; 
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d'où Ton tire 

dr dk f - 

— = . . ou r = tans- /. 
r sinX *^2 

A- = ^. 
smÀ 

Alors les parallèles sont représentés par des cercles et les 
méridiens par des droites. Il est facile de s'assurer que le 
mode de représentation auquel on est ainsi conduit est une 
projection stéréographique, et que la figure plane n'est autre 
chose qu'une transformée par rayons vecteurs réciproques 
de la figure tracée sur la sphère : le pôle de la transformation 
est alors à l'un des pôles terrestres. 



XXXIII. — Conservation des aires. 

Il peut y avoir avantage à conserver les aires dans la repré- 
sentation des surfaces. Or l'élément d'aire en coordonnées 

curvilignes est 

v/L dX /iVi e/p. sin 6, 

désignant l'angle des deux lignes coordonnées en )^, ]jl. Or 
on a 

A R . . , s/\M - R^ 

cosO = -, sinO = =b 



v/lm v/lm 



l'aire élémentaire devient alors y^LM — R- dX d^^ et les aires 
sur la carte seront conservées si l'on a 

dx dy = /J.M — R2 ^ d]x. 

L'aire en coordonnées sphériques a pour élément 

sinX dk d\i. 

On peut prendre x =^ ^i^y =^ cosX ^ les méridiens et les paral- 
lèles seront alors représentés par des droites : ce mode de 
représentation n'est pas employé. 

On peut prendre des coordonnées polaires dans le plan el 
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placer Torigine au point qui correspond au pôle nord. Alors 
on devra avoir, en appelant r et 9 les coordonnées polaires 
du point qui correspond à X, [jl, 

rd^dr = sin X cfk t/p., 

et l'on satisfera à cette formule en prenant 

rdr = sin X û?X, û?ô = d[i 
ou bien 

r = \J — 2 cosX H- const., ^ = (a, 

ou, si Ton veut, 



=v^ 



^ / . cosX . I , 

/' = 2 4 / = 2 sin- À. 



Ce mode de représentation est appelé /?ro/ec^ion de Lorgna, 
les parallèles sont représentés par des cercles de rayon égal à 
la corde qui joint le pôle à un point du parallèle, les méridiens 
sont représentés par des rayons de ces cercles. 

XXXIV. — De la périmorphie. 

l^di périmorphie est un mode particulier de représentation 
des figures dans lequel un point est donné par ses coordon- 
nées relatives à trois axes rectangulaires mobiles ; ces trois 
axes sont l'un normal à une surface dite surface de réfé- 
rence, et les deux autres tangents à un système de lignes 
coordonnées tracées sur la surface. Ces axes sont dits axes 
instantanés. 

Le système est supposé d'ailleurs rapporté à des axes 
fixes. La périmorphie a surtout été étudiée par MM. O. Bon- 
net, Codazzi, Laguerre et Ribaucour. 

Formules fondamentales. 

Les formules fondamentales ont été établies par MM. O. 
Bonnet et Codazzi. 

Soient a, b^ C] a', 6', c; a'\ b'\ c" neuf cosinus définissant 
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les directions des trois axes mobiles rectangulaires O Xt , Oy^ , 
Ozi par rapport à trois axes fixes Oj?, Oy, Oz passant par le 
point O. Soient Xj y^ z les coordonnées d'un point quel- 
conque invariablement lié aux axes mobiles par rapport aux 
axes fixes et x^^ y^^ z^ les coordonnées par rapport aux axes 
mobiles; on aura les formules connues 



X = axi -+- a' y^ m- a'z\. 



z = cXi -h c'yi H- c'zi. 

Supposons maintenant les neuf cosinus fonctions de deux 
paramètres \ [x; faisant varier ces paramètres, on aura 

i dx =- Xi da -4-^1 da! '\- z^ da", 
{(t.)) \ dy — xidb -^yidb'-\- z^db", 



( dz = 



Xx de -h yi de' -4- z^ de". 



Multiplions la première de ces équations par a, la seconde 
par 6, la dernière par d' et ajoutons-les; désignons par du^ 
dvy d{V les projections du déplacement dx^ dy, dz sur les axes 
mobiles. Le premier membre de la formule résultante sera du, 
et, en observant que ada -\- bdb -^ crfcestnul, comme étant 
la différentielle de a- -\- b- -\- c^ qui est égal à un, on aura 

Idu = Zi(ÇlidX -4- Çltdii) — ^1 (Ri<iX -f- Rfdyi), 
dv =^l(R,ca-^R2û?[JL) — Zi(Piûa -f-P2û?|i), 
ûftv=j^i(Pi<iX-+-P2ûfîJL) — ari(Qiû?X -t-Q2</(jl), 

en posant, pour abréger, 

PiC?X 4- V^d)x. ^ a'da'-h b" db' -^ c" de' 

= - a' da" r- b' db" — cdc", 

Qj<^ 4- QjC?(Ji = a da"'\- b db" -\' c de" 

= — a"da — b"db — e"de, 

Ri c?X -h Rj <ifJL = a'da -^b' db -\- c' de 

= — a da' — b db' — e dc\ 



(( \ )) 



Ce qui donne le droit d'écrire ces équations, la première par 
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exemple, c'est que, en différenliant la relation 



on a 



a'a"-+-6'6''-i-c'c''=-o, 



a'da!'-^ b' db' -^ d de' '\- a'da'-^ b'db' -h c'dc' = o; 



en vertu de ((4)), on a 



par suite, 



(O)) 



ada -h b db -i- c de = 


o, 


a' da -\-b' db-^- c' de — 


(Riû?X-hRjû?[ji), 


ada -+- b'db H- c" de = 


-(Q,dfX + Q2û?[jL); 


da =a'(RiC?X-f-R2éJ?fx) 


-a"(Q,^ + Qje/Hi), 


db -^'(RirfX + Rarffji) 


-^'(Qi^X-HQ,^fx), 


de = c'(Riû?X -hRji/fx) 


-c^CQiûa-hQjû?!!); 


da' =^a''(PidfX-hP2éJ?|jL) 


— a(Riû?X -f-Rjû^fjt), 


db' -b'^V^dX-^'P^diL) 


— b(Ridk -hRjû?[x), 


de' =^c''{Vidk H-Pjûfjji) 


— c(Riû?X -f-Rjc?{x); 


da'^a^Qlidl -f- Qîû^jjl) 


— a'(P,û?X-+-Pjrf[x), 


db''=b(qidk -+-Q2C?p.) 


— b'iPidl H-Pj^Hi), 


û?c''=c(Qiû?X -hQj^Hi) 


— c'cPi^a 4-Pjû?[x). 



Les quantités P^, P2, Qo Q2) R^j R2 étant connues, ces for- 
mules feront connaître les neuf cosinus. Toutefois ces for- 
mules sont aux différentielles totales par rapport aux neuf 
cosinus et, pour obtenir la condition de leur intégrabilité 
complète (t. VI, p. 1 14) îl faudra, dans les formules 

remplacer les dérivées partielles de a', 6', . . . par leurs valeurs 
tirées de ((5)); on a ainsi 



a 



(A) 






-+-P2Q1-Q2P1 



dl 



PiRî 



-P2R1)- 



o, 
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équations qui reviennent aux suivantes 



C6)) 






"JJJ^' + QîRi-RîQi-n, 



àQ 






i-4-R2P,-P,R,r=0, 



^:ir +P«Ql-Q«Pl = o• 



Lorsq^Ie les formules ((6)) seront identiquement satisfaites, 
les formules (A) le seront, et les équations ((5)) seront com- 
plètement intégrables; on pourra alors choisir les constantes 
d'intégration, de telle sorte que Ton ait 



«2 -H a'î -H a'2 = I , bc-t-b'c'-h fc" = o, 
62 -j- 6'î -+- ô"* = I, ca -h c'a' -h c'a" =0, 
c2 4_ c'ï -I- c*« = I ; ab-ha'b'-\-a''b'' = o. 

Il suffira, en effet, pour qu'il en soit ainsi, de faire en sorte 
que ces équations soient satisfaites pour les valeurs initiales 
des variables <2, ft, ... ; car de ((5)) on tire 



ada -h a'da'-\- a" dà' = o 



ou 



aî -h a'2 -+- a'2 = const.; 



on en tire de même 



ou 



bdc-{- b'dc'-i- b'dc''-^- c db 4- c'db'-\- c' de" = o 



6c -H 6'c'h- b"c" = const. 



Ainsi, en résumé, la donnée des neuf cosinus peut être rem 
placée par la donnée des six quantités Pi, P2, Qi, Q2> I^i 
Ro» pourvu qu'elles satisfassent aux formules ((6)). Ces foi- 
mules sont dues à M. Codazzi. 
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XXXV. — Second groupe de formules. 

Supposons maintenant que le point O, origine des axes 
mobiles, se déplace sur une surface de référence pour laquelle 
le ds soit représenté par la formule 

l'axe des^i restant tangent à la ligne coordonnée [x = const. 
et Taxe des jk< à la ligne coordonnée "k = const., Taxe des Zi 
coïncidera avec la normale à la surface. Appelons maintenant 
X, y, z les coordonnées du point O par rapport à trois axes 
fixes; on aura 

idx = a v/L d\ -h a! v/M d]x, 
dy = b^d\ + b'^U d\L, 
dz = c /E dl -H c'\/M c?(jl; 

les seconds membres de ces équations sont, comme Ton peut 
s'en assurer, des différentielles exactes. En effet, pour qu'il 
en soit ainsi, il faut que 

im) A(a/E)=|.(aVM), 

ce que Ton peut écrire 

OU bien 



Ceci nous conduit à une relation d'identité entre les quan 
lités Pi , Q4 , .... La formule (m) peut en effet s'écrire 

d\/L /T-àa ,à y/M , - àc^ 
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da da' 



ou, en remplaçant ^? -^ parleurs valeurs tirées de ((5)), 



Cette formule et ses analogues donnent 






-T- Ri /m = o, 



((8)) 



\-^ -R,v/L=o, 
Q,v/L-hP, v/M = o. 



Ces identités sont encore de M. Codazzi. Les formules ((7)) 
intégrées feront connaître la surface lieu du point O. 



XXXVI. — Interprétation des quantités Pi, Qi, Ri, Ps, Qs, Rz. 
On a [formule ((4))] 



(a) 



PiéA -h Pjrffx = a:'da:-\- b" db' -^ c" dd \ 



or 



donc 



, dx 



(b) 



da'= -;= 



1 / d^x 



s/m [ày^àii 



db'^-— 



! / d'^y 



de' = -T= 



ï / d^z 



d\ 



dk 



dk 









v/M \ ^^ ^V- à\i. 



-dii 



r=-r . I 



a')/Md--, 
/M 



rv , I 



dii)-hb')/Md 



v/m' 



/M 



On en déduit, en vertu de (a), en multipliant ces équations 
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par a", M, c/' et en ajoutant 



mais on a 



donc, en adoptant les notations du Chapitre précédent, 

( Pi û?X H- Pj û?{ji = — {rd\ -hmdix)y 

((9)) . I ^ 

Les formules (6) donnent aussi, toujours en vertu de {{^)), 

/d^x dx r\ ^'^ ^^ 



I "^(Ô^XOXr^ O^X OX , \ 



on en déduit 



((.o)) R.^ H- R.rfix = - -■_ (^ rfX - f rf:. ) ; 



alors, en vertu de ((9)) et ((10)), 



p - '^ p - '^ 

ri — —9 r^ — — — , 

M s/h M /L 

* 2 v/LM ^[^ ' ^2 v^LM C'A 

Ces deux dernières font déjà partie du groupe ((8)). Les 
formules ((6)), en vertu de ces équations ((i i)) peuvent alors 
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se mettre sous la forme 

d / r \ d / m \ I /âL ^ , àM\ _ 

d 1 I dL\ d / ï dM\ Im — r« _ 

^[^ Vv/ml <^p/ '^ t^^^ V v/jvTl ^^ y ■ ^ lm /i^ ~ ^' 

Ces formules se simplifient quand r=^o, c'est-à-dire quand 
on prend pour lignes coordonnées les lignes de courbure de 
la surface de référence. 



XXXVII. — Troisième groupe de formules. 

Appelons X, Y, Z les coordonnées d'un point par rapport 
à des axes fixes, Ç. tj, J^ les coordonnées du même point par 
rapport aux axes instantanés définis plus haut, x^ y^ z les 
coordonnées de l'origine des axes instantanés, on aura 

/ X = 57 -i- a^ -h a!r^ H- a*Ç, 

\ Z — ■ ^ -I- cÇ -t- c't) -f- c'Ç, 
et, en différentianl, 

d\ = dx -{- a d^ -\- a' dr^ -\- a" d^ -^ \ da -h r^ da! -\- Ç da". 

Si Ton multiplie ces équations par a, b^ c, et si on les ajoute, 
on trouve, en appelant du^ ds^^ dw les projections du dépla- 
cement du point Ç, y,, Ç sur les axes mobiles 

du = a dx '\- b dy ->r c dz -^ d\ 

Ov a dx -\' b dy -^ c dz est la projection du déplacement do 
l'origine sur l'axe instantané des x : en vertu de ((7)), il est 
égal à y/L dX\ on a donc 

((i3))j dv - v/^Uû?|x-4-r/Yi-+-(R,c/X-f-R2^{JL)? -(P,c;X-f-Pîf/.u)r, 
( dw= dt-\-{\\d\-\-l'.dix)'r^—{q^dl-hq^d\L)\. 
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Eli vcrlii des formules ((ii)), ce groupe se transforme dans 
le suivant : 



du = c/X ( /L -H -.^ — 'C — -- -h •/) — -L= 3-^ 
, (à\ ^ r I àm\ 



+ â?[jL /M 4- — ^ -h Ç — ==r -^ — Ç 7^ ^ 

c?w = 6/X ( ~ -4- Y) — ^ + $ — /-■ ^ 



I H- t/[JL -^ 4- 7] + i , . 



A. ces formules, on peut joindre d'autres formules qui font 
connaître les variations des coordonnées d'un point fixe de 
res|)ace quand on suppose que les axes instantanés se sont 
déplacés infiniment peu. 

Pour obtenir ces formules, on diflerentie les formules (//) 
en laissant X, Y, Z constants; on a alors 

o =^ dx -T- a d^ -^ a' dT\ ^ a" dl^ -^ ^ da -\- r^ da' -r- Ç da" , 
Q^dy -\-hd\-¥-h'dt^^¥ dX,^\dh-^t^dh' -^-l dh" , 
= dz -hcd^ -H c'dri 4- c' <iÇ -h Ç t/c -h t) cfc' -i- Ç de" ; 

d'où Ton tire, en multipliant la première par a, la dcuxicmu 
par &, la troisième par c et en ajoutant, 

o = a dx -{- b dy -h c dz -\- d\ 

— 7i(Ri^X -+- R2 t/{jL)-i S (Qi<iX 4- QîC^ijl), 

o = a'dx -\-b' dy-\- c' dz -\- di) 

— Ç ( Pi â?X -+- P2 ^fx) -h $ ( R, û?X -f- R2 â?{A), 

o = a'dx -\-b''dy-^ c" dz -+- dX, 

— Ç (Qi^ -+- Qs^H^) -H T^ (Pi û?X H- P2 d^). 

Calculantaâ/'j:-f-6û(xH-^rf3 -+-••• fuimoyen des formules ((7)) 
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et remplaçant les coefficients de $, tj, ^ par leurs valeurs ((9)) 
et ((10)), on trouve 

o = /m </fx h- rfï) — Ç — {r d\ -\- m d\L) 

O = <iÇ H -~ {l dl -h r dix) -\ -^ (r dl -h mdix), 

L /M M /L 

ou encore 

d f~^— — -+- -^\ 



rfÇ 



= _ rfx /^-^ + -q-V rf^t 



rç /TIT) 



VLy/M Mv/Ly VJL-V^i^l ' M/L 



XXXVIII. — Recherche, à l'aide de la périmorphie, des surfaces 

applicables sur une surface donnée. 

Je rappelle d'abord ce que Ton appelle sur/aces appli- 
cables l'une sur Tautre. Etant données deux surfaces 

(1') /(^, r»^) = o» 

(1') F(^',y, ^') = o, 

si l'on établit une relation arbitraire entre Xyy^ z\ x'^y'^ z' , 
telle que S == o, on en déduira x^ y, z en fonction de x'. 
y'f z' ou vice versa, et à chaque point de la surface (i'), cor- 
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respondra un point de la surface (2'); si alors deux arcs 
quelconques infiniment petits correspondants sont égaux, on 
dira que les deux surfaces sont applicables l'une sur l'autre. 
Ceci posé, la surface (i') peut être représentée par trois 
équations, telles que 

et, par suite, comme od ^ ^', z^ coordonnées du point corres- 
pondant de Xy y^ z peuvent être calculées en fonction de 
^-i JK> ^> 01* pourra les supposer de la forme 

Or, en appelant ds un arc de courbe tracé sur la surface (i'). 
on a, en conservant les notations déjà employées, 

ds^ = hdk^-+-2Kdkdii-hMdii^; 

l'arc correspondant à ds étant désigné par ds\ on aura 

ds'* = L'dl* -f- 1^'dk d\L H- Wd\i'^, 

L', M', R' désignant pour la surface (2') les quantités analogues 
à L, M, R. Si l'on veut que ds = ds\ quels que soient les 
points correspondants (:r, y, z) et {x\ y ^ z')^ il faudra que 
L = L',M==M',R = R'. 

Ainsi le problème qui consiste à chercher les surfaces appli- 
cables sur une surface donnée revient à trouver les surfaces 
pour lesquelles U= L, M'= M, R'= R, ou, si l'on veut, pour 
lesquelles, L, M, R étant données, on a 

ou, si l'on veut, le problème consiste, étant donnée une solu- 
tion particulière des équations (3') aux dérivées partielles, 
trouver les autres solutions. 

Pour intégrer ces équations (3'), nous allons chercher 
l'expression des neuf cosinus a, a', a'\ b, b\ ... ; les for- 
mules ((8)) de la page 172 donnent d'abord R^, R2 et P| ou 
Q2 en fonction de L, M, en supposant R = o, ce que nous pou- 

L. — Traité d* Analyse, VII. la 
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vons toujours faire. Les formules ((6)) de la page 1 70 donnent 
alors les trois autres quantités Q, ou P<, Pj et Q^ au moj^en 
d'une quadrature. 

Les quantités Pi, P2» Qi, Q2J Rj, R2 une fois calculées, les 
équations ((5)) de la page 169, considérées comme des équa- 
tions aux différentielles totales, font connaître les neuf 
cosinus a, a', ... ; enfin les trois équations (( 7)) de la page 171, 
également aux différeniielles totales, feront x^y^ z en fonc- 
tion de \ et [x. 

En résumé, pour trouver une surface applicable sur 
une surface donnée, on commencera par calculer P|, P2, 
Qi, Q2, Ri, R2Î ctu moyen des formules 

R = JL^, R = J_l/M, 
* /M ^f^ ' * /L ^^ ' 

Q2v/^-^Pl/M=o, 



-hQ,R,-BîQt = o, 



^ _dP2 

àQ^ àQ, P R _n 



puis on intégrera les neuf équations différentielles totales 
suivantes {de telle sorte que Von ait a^-{-a''^-\- a"- =1 .• .): 

da ^. a'(Ri d\ 4- Rî^P-) — «'(Qi d\ H- Qîrffx), 



puis les suivantes qui feront connaître x^ y, z, et résou- 
dront le problème 

dx = a sfL dk '\- a /iM d\i.^ 
dy=-hsf\.dk -\-h'^f^\d^, 
dz — c v/L d\ -h c' y/M d\t.. 
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1. Les équations 



EXERCICES ET NOTES. 

X — acos{Ji sin}., 
y = b sin jjl sin À, 
z = c cosX 



représentent un ellipsoïde (les lignes X = const., [x = const., 5ont 
conjuguées); former l'équation des lignes de courbure. 



2. 


Les 


équations 




















X = 


6sn 


(X, 


X:)dn 


i(j^» 0' 










y - 


acE 


i(X, 


Â:)cn 


^(p-,'/), 










z = 


adi 


i(X, 


/:)si] 


'(1^, 0> 




où 






















A:« = 


6«- 






/2- 




-é.*) 
■a^)' 



représentent la surface de Tonde 
x^ y^ 



ar* --T- j'* H- «« — a» x^-\-y^-i- z^ — 6* a?* h- ^^ -î- -s* — c* 



= I. 



3. Les images sphériques des lignes de longueur nulle sur une 
surface dans laquelle deux rayons de courbure sont égaux et de 
signes contraires sont les génératrices de la sphère. 

(0. Bonnet.) 

4. Si Ton considère les surfaces sur lesquelles l'élément linéaire 
est donné par la formule 

ds^— 1 , 

u V 

l'équation des géodésiques est 

co8i\3 /sin A 3 

i désignant Tangle de la géodésique avec la ligne v = const. 

(L.VGUEHRE.) 
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5. Les équations 



X 


-a(X 


— a)'«([x — a)'", 


y 


^.b{\- 


__3)««(|x-P)"S 


z 


~c(X 


-y)"'(î^-y)'" 



représentent ce que l'on appelle wnt surf ace té traédr a le: on propose 
de trouver les lignes asymptotiques; a, a, b, p, Cj ^ sont des con- 
stantes. 






j 
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CHAPITRE IV. 

DES COORDONNÉES CURVIUGNES DANS L'ESPACE. 



I. — Préliminaires. 
Si Ton considère trois familles de surfaces 

ces surfaces constitueront un système de coordonnées cur- 
vilignes, comme il a été expliqué plus haut; en ce sens que, 
quand on se donnera \ [jl, v, on tirera des équations (a) des 
valeurs déterminées pour x, r, 2, qui seront les coordonnées 
des intersections de trois surfaces particulières des familles 
en question; X, [x, v étant donc donnés, un certain nombre 
de points de l'espace sont simultanément déterminés. Réci- 
proquement, les coordonnées ordinaires ^, j^, ^ d'un point 
étant données, ce point est bien déterminé et les équa- 
tions (a) font connaître les coordonnées curvilignes \^ (x, v 
de ce point. 

Les formules (a) sont de véritables formules de transfor- 
mation de coordonnées, et l'on peut concevoir des formules 
de transformation plus générales de la forme 

*(^,r. -8, ^, f^, V):=0, 

X(a7, J, Z, X, {J., v)r=o, 
W{x,y, z, X, fx, v)=o. 

Nous allons maintenant établir les formules propres à passer 
des coordonnées rectilignes aux coordonnées curvilignes et 
vice versa j dans les formules qui contiennent des dérivées 
partielles relatives aux variables x^ y, s, \ [x, v. Pour le 



l82 CHAPITRE IV. 

numérotage des formules, nous emploierons deux notations; 
les numéros entre parenthèses renverront à des formules 
du Chapitre précédent; les numéros entre crochets se sui- 
vront dans tous les paragraphes et seront relatifs à des for- 
mules de ce Chapitre seulement ; enfin les formules dont nous 
ne ferons usage que dans un même paragraphe seront repré- 
sentées par des lettres entre parenthèses. Cela nous permet- 
tra d'employer une notation uniforme dans ces Chapitres. 



II. — Transformation des coordonnées. 



Nous poserons 

mr-'- 2(^;)"=»- wï-'- 

^ àx dx _ ^ dx dx ^ ^ ^ ^-^ ^^ _ r 

■ 

Nous avons les formules suivantes (p. 92) : 



> 



dX dy dl dz 

— 1 -- = I 

dy d\ dz d\ 

d\ dy (fk dz 

[2] idxd\L' dy 5{x dz d\t.~ ' 

d\ dy d\ dz _ 

dy dv dz d"^ ~~ ' 




dx d},' dx dij. 

d\ dx d(jL dx 

dx dX dx dii 

[3J ^ ^X ^/ dyL dy 

dx dX dx d[i 

dX dz dii dz 



dx 


dy 




dv 


dx 


= h 


dx 


dy 




dy 


dy 


-o, 


dx 


dy 




()v 


dz 


— 0, 



De ces deux groupes de formules on déduit les suivants, où 
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l'on a posé 
[4] 



[5] 



|6] 





_ à(x, 
d{l, 




î àd. 
A d{x, 






dx 


à{y,zy 


dx 
dii. 


^à{y,l) 

à{yy z)' 




^àd^ix) 

à{y,z)' 


ày 


d{z, xY 


ày 

dix 


à(z, x)' 


ày 

dy 


.^à{l,ix) 
d{z,x)' 


dz 

dl 


dix, y)' 


dz 

dix 


^ à(v,l) 

■ ^ T, ' 

à{^,y) 


dz 
d^ 


.^à{l,^), 
à(,oo,yy 


dl 

dx 


1 d(y,z) 


dl 

ày 


i d(Zy x) 

A Cl((JL. v)' 


àl 

dz 


I à{x,y) 
A '^0, vj' 


dx 


ï à(y, z) 
A (?(v, X/ 


dix ^ 
ày 


I d(Zy x) 
A (^(v, X)' 


dix 
dz 


I d{x, y) 
A c^(v, X)' 


d>f 
dx 


I d{y, z ) 
àd(l,ii)' 


dy 

ày ~~ 


j d{z, x) 
A d(X, (Ji)' 


dz 


I d{x,y) 
A dÇl, IX)' 



Si l'on pose 



[7] 



iscÊ)'-. iM)-"' my-'^' 

I JU (^:& (^2r Aà dx dx ' ^ dx dx 



on trouve, en formant A^ et ~ par la règle de la multiplica- 
tion des déterminants, 

/ A» =LM!V-h2PQR — LP^ — MQî — NR», 

|8] Il 

' ^ ^ -r ABG-f-2DEF-ADî-BE« -CF*. 



III. — Systèmes orthogonaux. — Transformation. 

La théorie des coordonnées curvilignes présente de grandes 
difficultés que l'on élimine en partie en ne considérant que 
des coordonnnées orthogonales; dans ces systèmes, on sup- 
pose que les surfaces, qui par leur intersection déterminent 
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les divers points de l'espace, se coupent orlhogonalement ou, 
si Ton veut, à angle droit; alors 

P, Q, R; D, E, F 

sont nuls : nous supposerons dans la suite qu'il en est toujours 
ainsi. Les formules P=o, Q = o, R=o peuvent s'écrire 

V^ dx àx "^àx dx vi àx dx 

De ces formules et des premières formules [i], à savoir 

i-i i^m-^' 2(^)'=". 2^')'-". 

on tire (d'abord de [9]) 

dx ^ d{y, z) _ ày ^ d(Zy x) _ âz ^ à(x, y) ^ 
d\ ' (^({JL, V) ~ ^ • d{^, V) ^ à\ • 'à{ii,y)' 

puis, faisant la racine carrée de la somme des carrés des 
numérateurs et des dénominateurs, en vertu de [10], on 
trouve ces rapports égaux à 

c'est-à-dire à 

y Mj\ 

On a donc, en choisissant convenablement les signes. 



àx __ â(y, z) / L dy ^ d{z,x) / L dz ^ d(x, y) 1 \^^ 

d\ (^([x, v)V/ MN' à\ d(|jL,v)V MN' d\ï. 0(|jL, v)V >ï^' 

r 1 ] ^^ __ <^(.r^ ^) /~^ ^ _ à{z, x) /W dz^ _ à(x,y) /M_ 

dx _ d(y, z) /IV" dy _ d{z, x) /"K" dz _ d{x, y) / \_ 

d^ ~~ J(X7hÔV LM' d^ ~ dil, ii)\/ LM' 57 "~ d{l, fx)V \m' 

^i|iZ^=.,= LMN. 
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Si l'on tire des formules [ii] les déterminants partiels de 
x^y, z relatifs à X, [jl, v pour les porter dans [6], on trouve 



ri3] 



d\ 


I dx 


d\ 


I dy 


d\ 


I dz 


dx 


L dV 


ày" 


L ^X' 


dz 


L dl' 


d)X. 


I dx 


d^ 


I dy 


d^ 


1 dz 


dx 


M d)ï.' 


ày~ 


M d]L 


dz 


M dii.' 


d^ 


1 dx 


d^i 


I dy 


dv 


1 dz 

- • 


dx ~~ 


N (^v' 


ày ~ 


N dv ' 


dz 


"" N dv' 



les coordonnées étant orthogonales, on a D, E, F = o, c'est- 
à-dire 



= o, 



j. , "^ dii d^ _ "^ &) d\ _ "^ d\ dix 

^^^ jhddx dx ~^' 2Udx dx~^' ^'dx ^ 

et les formules suivantes comprises dans le groupe [7] ^ 

i-> 2(ê)'-. 2(£)*=«. 2(£)'- 

Un calcul tout semblable à celui que nous venons de faire 
donne 

d\ ^ ()(fJL, y) /T ()X ^ c^(fi, y) . /"Â" dK ^ d(fi, y) /Â" 

ri61 ]^P-_ ^(v, X) . /B" ^fx^ ()(y, X) . /"îT ^^ ^^KjOi/Â 
*• ■■ j e^a? <^(j^, ^;V \G' d~y c^(^, ar) V BG ' d45 d(^a7,^)V AC' 

dar ■" ()(jK, ^)V AB' cîx c^(^, ^)V AB' (^^ <^(a:, 7)V AB' 
la comparaison de ces formules avec [5] donne 



[17] 



[18] 



dx 


I dl 


(^JF I (^,U 




dx I d^ 


dl 


A dx 


d^ B dx' 




d^ C dx' 


ày 


I dl 


dy I (^fjL 




dv I d^ 


dî 


~ A ày' 


d^i B c[^ 




d^ G dy' 


dz 


I dl 


()>3 I dii 




dz 1 (^; 


dX 


~~ A dz' 


djx B ()^' 




t^ G c^^' 


iso: 


n de ces 


formules avec 


[i3] donne 




L ;. 


M - -î^, 


N 


I 




a' 


B 




G 
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IV. —'Calcul des dérivées secondes des coordonnées à l'aide 
des dérivées premières de L, M, N. 

Différenlions, par rapport à )v, [x, v, les formules [9] 
et [10] : nous avons dix-huit formules contenant les dix- 
huit dérivées secondes des coordonnées x, y^ z par rapport 
à X, [Jt, v; ces dix-huit dérivées pourront donc être calculées 
en fonction des dérivées de L, M, N. Voici les dix-huit for- 
mules obtenues en difierentiant [9] et [10] : 



d-T dx 



/à'.r dx 
/ d^r àx 



[•9l 



y^ / d^x dx 

(P X ôx 

ô-x àx 

"ov^ 'ôî 

/d^x àx 

â^x f)x 
()Xô\x Oix 

^ / d'^x dx 
2d\dldy dix 



2 
1 



d^ X dx ^ 
^~ dld^i ~d\L ] 

d^x dx\ 
d\xdi d\x ) 

d-x dx\ 
'^ ~dr^ dix) 

d-x dv\ 
"" ~J>J ~d^) 

d^x dx \ 
dXdix c^v / 

d- X dx 

d\ d j (iv 

d^x dx' 



r- ^ o, 



= o, 



= o 



o, 



— o, 



) 



dXdix o»X 
d^x dx\ 

d' X dx \ 
d\ûh Oï) 



o; 



n. 



== O, 



o; 



I dh 

â Sx 

1 ^ 
9. <^X 

I ^ 
\ 1 d\ 



1*^0] \ - :^ = 



2dx d-x 
dX ^X"^' 

2dx d^ X 
dix dXdix' 

2dx d'X 
57 dldv ' 



I dL 

1 dix 

i ^^ 

I d\x 

II d'S 
1 d\x 



2 
2 

2 



dx d-x 



d\ dXdix 

dx d^x 

■ « 

dix d\x^ 
dx d^x 



dy dyd\x 



L ^ 

9. (h 

i d^ 
•2 ^v 



2dTKdU 

dx d^ 
d\i à]i.(f'' 

^ dx ^^5 



^ dx 
2àdû. 



On peut remplacer le système [19] par un autre beaucoup 
plus avantageux : d'abord multiplions la première par i,la 
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cinquième par i , la dernière par — i et ajoutons, nous aurons, 
après avoir supprimé le facteur 2, 



2 



d^x dx 



= 0; 



ainsi l'on a déjà le groupe suivant : 



[-12 



dx d^x 



d\ d^idy 



= 0, 



1 



dx d*x 
d[i d\ dy 



= 0, 



2 



dx d^x 
dv ^X d^i 



Ces formules démontrent un théorème important dû à Dupin, 
et sur lequel nous aurons à revenir; si, en effet, on joint à la 
première de ces équations les suivantes, tirées du groupe [9], 



2 



[M] 



dx dx 
d\ d[i ~ 


= 0, 


^ dx dx 


dx dy 


dz 




dî ' d\ ' 


' di' 




d^x 


d^y 


d^z 




diid>* 


d\ï.dy 


Oixdy 




dx 


ày 
d^ 


dz 
d^. 


= 0, 


dx 


ày 


dz 




dv 


dH 


dy 





ce qui exprime que les lignes [x = const., v = const. coor- 
données sur la surface X= const. sont conjuguées; comme 
elles sont rectangulaires, il s'ensuit qu'elles sont lignes de 
courbure; donc : 

Lorsque trois familles de surfaces se coupent ortho- 
gonalement, elles ont pour intersections leurs lignes de 
courbure. 



En tenant compte des équations [20], les équations [19] 
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pourront s'écrire, abstraction faite de celles qui ont fourni 
le système [21], 



I <^M ^"^ à'^x àx ' ^^ _V^ ^^^ ^^ 

'1 t/v jià d\s^ dy' 1 d[i ~ Aak &4^ d\L* 

^ J \'~ ~xl\ ~' ZàTÂ^^ôX' ~ 'l'ai ~2dlki~d^' 

Si l'on considère les formules [20], [21], [28], on les résoudra 
facilement par rapport aux dérivées secondes de a:, y^ z en 
les groupant, trois par trois, de manière que, dans chaque 
groupe, il n'entre que des dérivées avec un même dénomi- 
nateur ; on a alors, en tenant compte des relations [ 1 1 ] et [i 2], 
pour simplifier les déterminants fonctionnels, 

d^x _ 1 / i dh dx I dL (^a? I ^L dx\ 

7>^ ~ 2 V L âî àX~ M d^ ^ "~ N ^ ~dy) ' 

d^y _ \ I \ dh dy \ dh dy i dh dy\ 

1 > 

ù'^x _\ ( \ d'Si àx I dM àx i ôM âx"^ 



î 



d^x _ 1 / I (^M (^a? I ôN dx\ 
0\L<J^ 2 \ M d^f d[x JN ô\L dv / 



à-x I / I (^N (^37 I ()L (^a? 

[25] 



(^v ofX 2 V N ôl dv "^ L à^ àl'^ 



d\y _ £ / I ^M ày i dN dy 
djx o>v 2 \ M 6/v 0|JL N ()[i dv 



En difierentiant ces formules [24] et [aS], on introduirait les 
dérivées secondes de L, M, N, et l'on pourrait encore calculer 
les dérivées troisièmes de x, y^ z^ en fonction des dérivées 
premières et des dérivées premières et secondes de L, M, N. 
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V. — Interprétation de L, M, N et de leurs dérivées. 

La distance de deux points infiniment voisins, ou la lon- 
gueur ds d'un arc élémentaire en coordonnées curvilignes, 
est donnée par la formule 

/ ^'t* doc dx \ ~ 

ds^ = dx^ H- dy^ -+- dz^) = ( -r^ <iX h- -— é/{ji -+- -r- <fv ) -h. . . 

ou, en vertu de [i], 

ds^ = L rfX2 -+- M û?{jl2 _u N t/v2 -h aP c?[i dv H- aQ dl dt -f- 2 R éA rf[JL ; 
avec des coordonnées orthogonales, on a seulement 

ds^' = L ^Xî -f- M t/p.î H- N rfv». 

Si, dans ces formules, on fait</[JL = o, rfv = o ou [jl = consl., 
V = const., on a 

ds^ = L û?X2, ds = /ZdX : 

doncy/L<A représente Tare de courbe jjl = const., v = const. 

ou, si Ton veut, ^L est le rapport de la distance de deux sur- 
faces )^ = const. infiniment voisines, les coordonnées étant 
censées orthogonales. 

Dans la théorie des courbes tracées sur une surface, nous 
avons été obligés d'introduire trois déterminants que l'on 
exprime facilement à l'aide des coordonnées curvilignes dans 
l'espace, je veux parler des quantités /, m, r. 

Nous supposerons les coordonnées orthogonales, et nous 
poserons 

d^x d^y â^z 



L = 



dl^ dl'i dl^ 

dx dy dz 

Tk dX "dî 

dx dy dz 

d\i. d\i. d\L 
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OU bien 

. _ à^x d{y^ z) à'^y d(z^ x) d^z d{x^ y^ 

c'est-à-dire, en vertu de [i i], 



L = 



'V 



V ^ ^ â /LM 



et, en vertu de [28], 






on aurait de même 



/LM ()lVf 






L'équation (9), qui fait connaître le rayon de courbure de la 
section normale correspondant à la direction rfA, <f[JL, devient 
alors, en observant que r = o, R = o,- 

P 2(Lc?X2h-M</îjl2)v/JN 

Soit pvX le rayon de courbure principal de la surface 
V = const. correspondant à la ligne de courbure v = const., 
X = const., etc. Cette formule donnera, en faisant successi- 
vement <f |JL = o et rfX = o, 



[27] 



I 1 c^M 


I 


i £^L 


PvX 2 M v/N ^^ ' 


Pv{JL 


2L/J\ ^' 


I 1 (^N 


I 


I <^M 


pli». 2Nv/J- ^^^' 


PXv 


2M/L ^^' 


T f DL 


I 


î (9N 



Ptxv 2Lv/M ^f^ Pii-X 2N/M c*.^' 



d'où Ton tire l'interprétation des dérivées de L, M, N. 

Pour obtenir le rayon de courbure d'une ligne de courbure, 
on peut appliquer le théorème de Hachette (p. 4^9, t. II), en 
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vertu duquel la courbure d'une courbe tracée sur deux surfaces 
{jL = const., V = const. est la résultante des courbures des 
intersections de [jl = const. par le plan tangent à v == const., 
et dev = const. parle plan tangent à [x = const. Ici les deux 
plans tangents sont normaux, et, le rayon de courbure de 
[Jl = const., V = const. étant désigné par Rjj,.vî on a 



1 



R2 2 2 

ou 

D'après Lamé, — et — sont des courbures dites conj'u- 

pvX pv{i "^ 

guées en surface; au contraire, — et — sont dites conju- 

PXv P{jiv 

guees en arc. 

Lamé a donné aux dérivées 

\ dh i_ dM_ i_ d^ 

le nom de courbures paramétriques ; elles sont égales à 

d-1^ 0-^ d-L 

v/L /M v/lN 



c^X dii dy 



respectivement, 



VL — Théorème de Dupin. 



Arrêtons-nous un instant sur le théorème de Dupin, que 
nous avons rencontré accidentellement dans l'étude des for- 
mules de transformation, et résumons la démonstration de 
ce théorème. Trois surfaces étant orthogonales, on a 

2d,r d.r ^ ôt d.r ^ ôt à.r 
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difieren liant ces équations respectivement par rapport à \ 
[JL, V, on a 



2/ â'O: dx 
'^ / d^x dx 



d^ X dx 



).«, 



d^x dx\ __ 
d^x dx 



^âX d^ âii diid^ dl 



= o: 



ajoutant les deux premières et retranchant la dernière, on a 



^ d^x dx 



= o. 



En éliminant -^^ -r-' -v- entre cette équation et les deux pre- 
mières équations (a), on a 

d^x d^y d^z 



dX d^i dX d[i dX dfJi 

dr dy dz 

ôï '^ àk 

dx dy dz 

dix d[i d[i 



= o, 



ce qui exprime que les lignes )v = const., [jli=: const. sont 
conjuguées sur la surface v = const.; comme elles sont rec- 
tangulaires, elles sont lignes de courbure, d'où le théorème 
suivant : 

Théorème. — Trois familles de sur/aces, se coupant 
partout orthogonalemcnt, se coupent nécessairement sui- 
vant leurs lignes de courbure, (Dupin, Développement et 
applications de Géométrie, Démonstration géométrique,) 

Parmi les nombreuses applications dont est susceptible le 
théorème de Dupin, signalons la suivante : 

Tout système de surfaces orthogonales, transformé par 
rayons vecteurs réciproques, reste orthogonal après la trans- 
formation, et, par suite, les lignes de courbure des familles 
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considérées ont pour transformées les lignes de courbure des 
familles transformées. 

Supposons que l'on connaisse les lignes de courbure d'une 
surface S : cette surface fait partie d'un système orthogonal, 
à savoir les surfaces qui lui sont parallèles et ses normalies 
développables ; si l'on transforme ce système par rayons vec- 
teurs réciproques, on voit, d'après ce qui précède, que les 
lignes de courbure de la transformée de S seront les trans- 
formées des lignes de courbure de cette surface S. 

On connaîtra, par exemple, par ce procédé, les lignes de 
courbure des transformées des surfaces de révolution, des sur- 
faces développables, etc., et des surfaces du second degré; 
mais nous reviendrons sur les lignes de courbure de ces der- 
nières surfaces et sur celles de leurs transformées. 



VII. — Conditions pour que deux familles de surfaces 
fassent partie d'un système orthogonal. 

Soient \ = const., [Ji = const. deux familles de surfaces . 
pour qu'elles fassent partie d'un système orthogonal, il faut 
d'abord que 

2d\ dix 

il faut ensuite, d'après le théorème de Dupin, que leurs 
intersections soient des lignes de courbure de chacune d'elles. 
Je dis que, réciproquement, si ces conditions sont remplies, 
il existera une troisième famille 

V = const., 

complétant le système orthogonal. 
En effet, si celte troisième famille existe, on aura 

âx àx ~ ^ ^ âx âx ~^^ 
voilà deux équations aux dérivées partielles auxquelles doit 

L. — Traité d'Analyse, VJI. i3 
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satisfaire la fonction v. Les conditions d'intégrabilité de ces 
équations se réduisent à (t. VI, p. ii4) 



2 [ (S 



dx 
\dx^ dx 



dx à y dy 
d^l dy 



d^lj. dv 



dx dz dz / dx 
dn dy\dii 



dx dy dy dx dz 



dy\ d^i'l _ 
dz / dx] 



() 



cette équation peut s'écrire 



(P) 



j^l\dx^ dx 
dn dix 



dx dy dy 
dn dix 



dx^ dx dx dy dy 



d^'ix dl' 



) 



dxdz dz j 

d^l dii^l (^; 

dx dz dz J \ dx 



= o. 



Or on a, en différentiant (a), 

d^ix d\ d^\x d\ d^ii dl dix d^ 



dx^ dx dx dy dy dx dz dz dx dx 



-h» . . = o; 



si l'on remplace ensuite, comme cela doit se faire, -7-^ — > ;7-par 
leurs valeurs tirées des équations à intégrer ou, ce qui revient 
au même, si Ton remplace v-> ^— ? ^ par les valeurs propo:- 

,, <3()JL, X) d(u., 1) d(ix. X) 1 !.. ,,. 

lionnelles -^^ — {y ^r- — r-? —^ — :? on a la condition d mte- 

d{y, ^) à{z,x) d{x,y) 

grabilité sous la forme 



dx 




• • • 


d^ 






dx 






dn dii dn dix 
dx^ dx dxdy dy 


H- 


dn dix 
dx dz dz 



= o. 



Or --J -~y -T- sont proportionnels aux composantes d'un 
dx dy dz ^ *^ ^ 

déplacement normal à la surface iji-— const. effectué, par 
conséquent, sur la surface À :^ const. ; en remplaçant donc 
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du. du. du. 1 j 1 

-r-j -7-? -r- par dx. dy. dz, on a 
dx dy dz ^ ' ./ ^ 7 



dl 


d\ 


ôl 


dx 


ày 


dz 


dx 


dy 


dz 


dx 


ày 


dz 



= o : 



c'est Téquation aux lignes de courbure (p. 1 5) de la surface 
\ = const. La courbe normale à l'intersection des deux sur- 
faces X = const., [JL = const. doit donc être aussi une ligne 
de courbure des deux surfaces X = const., jx = const. pour 
que la surface v = const. orthogonale existe. On peut donc 
énoncer le théorème suivant : 



Théorème. — Pour que deux familles de surfaces ortho- 
gonales fassent partie d'un système triple de surfaces 
orthogonales^ il faut et il suffit que les surfaces données 
se coupent suivant leurs lignes de courbure. 

Remarquons, en passant, que le théorème précédent con- 
tient implicitement le théorème de Dupin, ce qui constitue 
une seconde démonstration de ce théorème important. 

Lorsque l'on connaît deux systèmes de surfaces se coupant 
suivant leurs lignes de courbure, il est bien facile d'en 
déduire la troisième famille constituant avec ceux-ci un sys- 
tème triple orthogonal. Le calcul se ramène à l'intégration 
d'un système de deux équations aux dérivées partielles du 
premier ordre linéaires, c'est-à-dire en définitive à l'intégra- 
tion d'une équation aux différentielles totales à trois variables, 
opération qui n'exige que l'intégration d'une équation diffé- 
rentielle ordinaire du premier ordre. Il est malheureusement 
fort difficile de trouver des surfaces se coupant suivant une 
ligne de courbure de chacune d'elles. 
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VIII. — Conditions pour qu'une famille de surfaces fasse, partie 
d'un système orthogonal. ~ Théorème de M. 0. Bonnet. 

La recherche d'un sytème de coordonnées orthogonales 
est une chose en général très difficile; il y a plus, étant donnée 
une famille de surfaces v = const., il n'est pas toujours pos- 
sible delà comprendre dans un système de coordonnées cur- 
vilignes orthogonales. 

En effet, si elle pouvait faire partie d'un tel système, elle 
serait rencontrée par les deux autres familles suivant ses 
lignes de courbure. Soient 

dx _ dy __ dz 

les équations d'une de ces lignes; elles devront être normales 
au déplacement 8;r, S/, %z effectué sur une autre surface du 
système orthogonal, [Ji =:: const., on devra donc avoir 

dx ^x -\- dy 8r -h c?-s 8.s = o 

ou, en vertu de (a), 

(P) a8a7-H (>8j^ -i- w 82 =o. 

Cette équation ne saurait avoir lieu que s'il existe une cer- 
taine condition d'intégrabilité entre u^ v^ w\ ainsi elle ne 
déterminera pas généralement z en fonction de x^ y\ en 
d'autres termes, la surface [jl = const., déterminée parla con- 
dition d'être normale au faisceau des lignes de courbure des 
surfaces v = const., n'existera pas toujours. 

La condition d'intégrabilité de la formule (P), ou la con- 
dition d'existence de la surface [x = const., est 

, . ( dv àw\ ( dw du \ /du dv\ 
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Maintenant je dis que, si cette équation est satisfaite, la troi- 
sième surface )v = const. existera; et que, si 

dx dv _ dz 

u' """ v' w' 

désignent les équations de la seconde ligne de courbure, Té- 

q nation 

u' Sa? -h v' ^y -\- w' ^z = o 

sera également intégrable; et, en effet, deux surfaces [Ji, v 
orthogonales existant et se coupant suivant une ligne de 
courbure de v = const., cette ligne sera ligne de courbure de 
[JL = const., et la troisième surface se trouvera en appliquant 
la méthode développée au paragraphe précédent. 

Ainsi donc, et c'est en cela que consiste le théorème de 
M. O. Bonnet (donné en 1862) : 

Théorème. — Pour qiCune famille de surfaces fasse 
partie d'un système orthogonal, il faut et il sufjît qiUil 
existe une relation (y) entre les coefficients des équations 
des lignes de courbure. Cette relation est une équation aux 
dérivées partielles du troisième ordre à laquelle doit satis- 
faire le premier membre v de V équation v ^ const. de la 
famille donnée. 



IX. — Théorèmes de M. Maurice Lévy. 

Théorème I. — Soit M un point d^une surface S appar- 
tenant à une famille donnée; soient WT^ et MTo les tan- 
gentes aux lignes de courbure de cette surface passant 
en M. Soit M! le point oii la normale MT rencontre la 
surface S' de la famille considérée, infiniment voisine de 
S; soient WT[ et WT^ les tangentes aux lignes de cour- 
bure de S' passant en M': la condition nécessaire et suffi- 
sante pour que la famille considérée fasse partie dUtn 
système orthogonal est que les tangentes MT^ et M'T^' se 
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rencontrent quand on néglige les infiniment petits du 
second ordre; si d^ ailleurs cette condition est remplie , 
Mïo et M'ï!^ se rencontreront également. 

Si le système orthogonal existe, il est bien clair que MT4 
et M'ï'^ se rencontreront, ainsi que MT2 et WY\^ ; car la 
ligne MM' sera une ligne de courbure commune aux surfaces 
normales à S, en vertu du théorème de Dupin; les normales 
à l'une des surfaces orthogonales à S, MT^ et M'T'^ , le long de 
la ligne de courbure MM', devront donc se rencontrer en 
négligeant les infiniment petits du second ordre. Je dis 
maintenant que, si les seules lignes M'Tj et MTi se rencon- 
trent, le système orthogonal existera. 

En effet, considérons la trajectoire orthogonale de notre 
famille de surfaces et supposons que Tune des lignes de 
courbure [jl = const. se déplace en s'appuyant sur la trajec- 
toire : elle engendrera une surface, dont Téquation pourra 
être représentée par [x = const.; nous allons prouver que sur 
cette surface les directions v=: const. et X = const. sont 
conjuguées, cette dernière étant celle de la trajectoire MT, si 
cette trajectoire est orthogonale; X = const., v = const. seront 
des lignes de courbure de [jl = const. 

Or l'équation de la tangente à [jl = const., v = const. 
est 

X-a; _ \^_y_ _ z — z 

ox ùy ùz 

dï dX âî 

et, pour que cette droite rencontre la tangente à |jl = const., 
V 4- rfv == const. , il faut et il suffit que 







dz 
ôî 




dx 


ày 


ôz 


-0, 


t)2,r 


tr-y 


ô-z 





ôl ôy d\ d^ dA dy 
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c'est-à-dire que les lignes "k = const., v = const. sur la sur- 
face [JL = const. soient conjuguées, ou lignes de courbure, 
puisqu'elles sont orthogonales. 

Les deux surfaces 'k= const., v = const. étant orthogo- 
nales et se coupant suivant une ligne de courbure de chacune 
d'elles, il existera, comme on l'a vu, une surface [Ji = const. 
complétant le système orthogonal. c. q. f. d. 

(Voir Comptes rendus des séances de l^ Académie des 
Sciences, 1870, comment M. Cayley a profité du théorème 
de M. Lévy pour écrire l'équation du troisième ordre de 
M. O. Bonnet.) 

Théorème II. — Pour qu^une famille de surfaces fasse 
partie d^un système orthogonal, il faut que le lieu des 
ombilics des surfaces individuelles dont elle se compose 
soit une courbe normale à ces surfaces. 

Ce théorème est presque évident; néanmoins, son utilité 
est très grande dans la recherche des surfaces orthogonales, 
puisqu'il permet de rejeter immédiatement une foule de 
familles, comme ne faisant pas partie d'un système ortho- 
gonal. 

Pour le démontrer, on observe que, 

dx __ dy _ dz 
u V w 

désignant les équations des lignes de courbure d'une surface 
V = const., pour que, en faisant varier la constante à laquelle 
on égale V, on obtienne une famille appartenant à un système 
orthogonal, il faut et il suffit que l'équation 

u dx H- V dy ~{- wdz — o 

soit intégrable. Supposons-la intégrable : ses solutions sont 
lès équations de surfaces orthogonales à v = const.; ces équa- 
tions sont satisfaites pour w = o, p = o, iv =z o^ donc elles 
contiennent les ombilics de i^ = const. Les surfaces ortlio- 
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■ 

gonales de v = consl., passant par les ombilics de celle-ci, se 
coupent suivant le lieu des ombilics dev= const.; ce lieu est 
donc normal à v = const. 

C'est dans le XLIIP Cahier du Journal de V Ecole Poly- 
technique que M. Lévy a donné ces théorèmes. 

X. — Formules de Lamé. 

Dans un système orthogonal, L, M, N ne sont pas arbi- 
traires; il y a lieu de rechercher les relations qui lient entre 
elles ces quantités. Si Ton différentie l'équation 



L = 



àx\^ I c^L v^ dx d^x 






on trouve 

I d^L __'^àx d^x ^ d^x d^x 

mais la formule [21] 

dx â^x 



1 



= 0, 



0>X C>(JL d^ 

différentiée par rapport à X, donne 

d^x d^x 'C^ dx d^x 



^ a^x ô^x "^ 



= o. 



dX^ dii dy ^ dX dX diJ. c^v 
Cette équation comparée à (a) donne 

i d^L _ -^ d^x d^x -^d^x d-x 
7. dïïd^ "" ^ àTch dï^ ~~ ^ "5X2 d^id^ ' 

faisant alors usage des formules [^4] et [26], on a 

d^L _ \ / J_ f^^I ^ J_ àL dx\ / i_ ^N dx i_ dL dx\ 



2: 



i dL dx I dL dx i dL dx\ 
/ I dM dx I dN dx 



M dw dii N dix â^j 



^2N I ^N (^N I ^N dL i ^N ôM 
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OU 

i(^2L I dL ^L I ÔL ôM 1 dL dN 

2 
2 

Maintenant dlfférentions les formules 

1 dL _^ V^ ^^ ^^^ ' ^^^ _ V^ ^^ ^^^ 

2 djl " -i "dX dXdjI' 2 "dX ~" ^2â'ôî djTî ' 

extraites des tableaux [20] et [28]; on a 

1 d^L _ -^ / d^x \2 ^ dx â^x 

2 djiâ - 2d\àXâlx) ~^]Zà7k dXdjIî' 

I d^M VI d^a? d2a7 vida? d^ar 



dX2 dLiJ ~i2d 



2 0X2 ^ dX^ dfJL-2 i4idX dXdfjL^' 



ou 



2 [djx2 "^ 'd>7 J ""^VdXd|jL/ ~"^ dX* dô^ 

ou, en vertu de [24] et [26 |, 

rdsL d2M'l_ V fi ^ — 1 ÔM dxy 
^ l^^ "^ dX2 J ~ ^ [l d{jL dX "^ M dX d[JLj 

VI r 1 dL da? I dL da? ï dL dxl 

^2â [l dX dX "" M dJI dji ~" N d7 d^J 

r 1 dM da: i dM da; i dM da? | 

^ L^<^{^^~N"d7dï^~LdXdXj 

c'est-à-dire 

n ; ^L<^{^'"^ dX2 J"L VdfJL/ "^ M VdX; 

^^^' ^ I dL dM I dL dM I dL dM 



L dX dX ' M d{ji d(jL N dv dv 

On peut transformer les relations [26] et [27] comme il 
suit : on a 

d/L I dL dL n-à/L 

d(A .^ /L ^{^ c>{x d|x 
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donc 

. __- = 2 — j \- 1 V/L -r-^ . 

0^1 dy dix c^v (^jjLOv 

La première formule [26] devient alors 

ôij. O^é ~ ^;yï d^ d^ ^^ ~dy 5jr ' 

on a ensuite 

r)i/r _ 1 dL ^ _ . yr ^\/J" 

-ôi.^=^^^'di;y-^^[-^) ' 

[2-] devient alors 



en divisant par y^LJM, on a 

_ I ^y*^ ^ ^ ï d/L ds/M _ i d\/L d\/M 
L ~d). dî M ~dîj. dïT "■ "~ N ~~d^ d7~' 

ce que l'on peut encore écrire 

I A /"_!_ ^ ^'^^ _^ /' ' c)v/ÂÏ \ _ _ I d^L d\/M 

'""^^ ^j^ VT^ ^[^; "^ ^ V/L "^>r; - "■ N "^T d^j 

Les formules [28] et [29] sont les formules de Lamé, à celle 
différence près, que Lamé pose). = p, ui^^ p^, v = pg, L=i-^H-, 
M = 11^, N:^ ïi'i. Nous n'avons pas adopté les notations de 
Lamé, i)arce que nous voulions conserver dans ce Chapitre 
les mêmes notations que dans le précédent. 
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XI. — Recherche des systèmes orthogonaux. 

Deux manières de trouver les systèmes de surfaces ortho- 
gonales se présentent immédiatement à l'esprit : c'est d'inté- 
grer l'un ou l'autre système d'équations aux dérivées par- 
tielles 

^ àx dx _ "^ àx àx _ ^ àx àx _ 

^dXd^"*"' ^5jld^~''' Zdà\'&*~''' 

ou 



dx àx 



y^ âl dix _ "^ (^fJL (^v __ '^ 

^dx dx ~^' Jiddx dx ~^' 2d 



comme les efforts des géomètres sont restés impuissants, on 
a cherché à faire dépendre la solution d'équations linéaires. 
Voici comment Lamé a résolu la question. 
11 est parti des formules [28] et [29] ; posons 

_i d_slî^_\ I dsJY\ _ _i_ (VN _ 

(m) { _ 

I dsfL _ „ _i_ ()/M _ _i_ t)v/N _ , 

nous aurons, au lieu de [28], que l'on peut écrire 

I d^s/h I ds/l. dKf^\ ,_ I ds/h ds/N 
^ d^L&i M d\i. &4 ~ ^^^i &i d\i. 

I dn. __ T dsjL dy/n _ T t)v/L dy/M 
^ (^{x^v ~ 1\ c)v d^L ~ ^,\ïN ^\^ ^^ 

les formules suivantes 

da' , da" 

-— z= a c , -— = a b , 

ov d\i. 

|3o] l^^*'^' ^ =^"' 

de , , de' , 
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Les formules [29] donnent 

àa' àh 

-V -h a £> — o, 



d]ï. Ol 

roi ^^' ^C , 

[3.] '>-^7^5ïI-^ *'^ = ''' 

de ôa" , , 

-*- ca =0. 



Ces dernières formules sont linéaires par rapport aux déri- 
vées de a' , o!' ^ h\ b", c, c', ce qui est peut-être un avantage; 

si Ton pouvait les intégrer, l'élimination de y/M et ^N, par 
exemple entre les équations {m), donnerait 

à^à^ a! dv ù\i. a' dv 

et L serait déterminé par une équation linéaire; mais, quand 
même L, M, N seraient connus, il serait encore difficile de 
calculer \^ [x, v en fonction de x^y^ z, 

XII. — Coordonnées elliptiques. — Lignes de courbure 

de l'ellipsoïde. 

La recherche des systèmes orthogonaux est difficile; le 
nombre de ces systèmes connus est encore aujourd'hui assez 
-estreint. Après les systèmes de plans, les systèmes de sur- 
faces sphériques, coniques et planes, qui constituent les coor- 
données rectilignes rectangulaires et polaires, les systèmes 
orthogonaux, les plus remarquables sont formés par les sur- 
faces homofocales du second degré, représentées par les 
équations que nous avons déjà eu l'occasion de rencontrer 
plusieurs fois, 

.r2 r^ z^ _ 



-y.2 y2 ^2 



r . 



a^ -h V 6* -f- V c^ -\-w 
Par chaque point de l'espace, il passe trois surfaces du 
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système (i), comme on l'a vu et, si )., [Ji, v désignent les para- 
mètres de ces surfaces, ces trois quantités déterminent un 
point et en sont les coordonnées elliptiques. 

Le système de coordonnées elliptiques est orthogonal; car 
les trois surfaces (a), qui passent en un point, s y coupent, 
comme on l'a vu, à angle droit et par suite suivant leurs 
lignes de courbure; donc (t. II, p. 821) * 

Les lignes de courbure de V ellipsoïde 

J7Î r2 ^2 
a* ^>2 c2 

sont données par cette équation, d^une part, et, d'autre 
part, par V équation générale des surfaces homofocales 

/p2 yt j^i 



a* -I- p b^-h p c* -h p 

ainsi que cela résulte du théorème de Dupin. 

Les équations (a), résolues par rapport à ^, y, 5, donnent, 
comme on Fa déjà vu. 



\ 






/3) ^ v-i / (^--f-)0(6^H-f^)(6-^-t-v ) 






Ces formules servent à passer des coordonnées rectilignes 
aux coordonnées elliptiques. 

XIIL — Calcul de divers éléments des surfaces du système 

elliptique. 

Nous allons calculer tout d'abord les éléments L, M, N : 
posons 

^^^ a2-hp iy^-hp c-^-^p F{p ' 

(8) («2^_p)(624-p)(c-2-i-p)=F(p); 
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si l'on appelle X, [x, v les racines dey*(p) = o, comme la plus 
haute puissance de p dans y(p) a pour coefficient i , on a 

(0 . /(p) = (p-X)(p-fi)(p-v). 

Cela posé, des équations (P), on tire, en prenant les déri- 
vées logarithmiques, 

i dx ^ ï I 
I — ' r ^^ r^ ^^ 1 



ou 



372 



4 5X V"" a2-hX "" 6M^~"cMÔ;y' 

la dérivée étant prise comme si x^, y^, z^ étaient indépeu 
(Jants de "k. On peut encore écrire 



or on a 






d fip) d (p — X)(p — fjL)(p — V) 



dp F(p) dp (p-+-a2)(pH-62)(p-i-c2) 
_/(p)/ î I 



^^P)\9^X p-i- 



Si l'on fait p == ^, on a 



ou bien 



L =^ 



4 F(X)' 



(X-[x)(X -V) 



(0) 



/ M = 



N = 



4 (X-+-a2)(X4-62)(X-i-c2)' 
2 ([X — v)(^ — X) 

4 (fJLH-a2)({Jl-h62)(jJH-c2)' 

I (v — fi)(v — X) 



Dans l'ellipsoïde les coordonnées des ombilics sont 



^ = «2 



<72— 62 

a2 — c2 



JK = o, 



Z = G'^ 



62 — C2 

a2--c2' 
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si l'on égale ces valeurs de ûc, y, z k leurs valeurs (|3), on 
trouve, pour coordonnées elliptiques des ombilics, en faisant 

v = o, 

X = — 62, ii = — b^, 

et, en supposant v quelconque, 

X = — (62H-v), jx=— (^)2 + v). 

Cherchons maintenant les rayons de courbure princi- 
paux : en appliquant les formules qui donnent les courbures 
principales des surfaces orthogonales (p. 191), on trouve 

pxv ~ ((x-v)/(7=:jx)(v-X) ' 

Ppiv (^X — v)/(v — (jl)(v — X; 
on en conclut les relations très simples 





pXv _ [^ V 

P[LV X V 




Ph-X _ ^ X 

pvX [^ >^ 




pv(J. __ X (^ 


et, par suite, 





PXv PfjiX pXv -i- PvX pX(i. P{iv = o. 

Les rayons de courbure des lignes de courbure seront 
donnés par les formules 



H2 û2 û2 

**{iv r{JLv rv{Ji. 

l^es courbures géodésiques des lignes de courbure ont une 
expression assez simple. Soit — la courbure géodésique de 
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ia courbe [jl = const., v rr= const., on a 



donc 



I 


— 


1 
'1 

I 


v^(X 


-4-rt-^ 


)r X -4- /;2 


)(X-4-r2) 

-v) 


\^ 


I 
I 




Tixv 


v/(X 


— fxK>^- 


X 


I 


v/(X 


-h a'- 


)(X -\-bi 


)(X-hc2) 




YV|JL 




-2 




YjJLV 


— V )(X - 

V X 

{Jl — X 




V 




A 



il en résulte 

Yv|xYXvY{i.X = Y{xvYvXYX|i« 

La torsion géodésique des lignes coordonnées est nulle, 
bien entendu. 

XIV. — Discussion des équations des lignes de courbure 

de l'ellipsoïde. 

Il est mportant de se rendre compte de la forme des lignes 
de courbure de rellipsoïde pour chaque valeur des para- 
mètres ) et [x qui entrent dans leurs équations 

37* r* z^ 

; a?' r* z'^ 

^^^ ] x^ r* z^ 

Éliminons z entre ces équations : nous avons 

V / \ / 

x2(a2 — c2) _^ r2(62 — c*î) _ 
a2(a2-h {Jl) "^ 6^(6=^ -h {jl; ~'' 

nous supposerons a'^ b ^ c, et nous nous bornerons à con- 
sidérer la première équation. Nous ne donnerons pas à X de 
valeurs positives, parce que les lignes de courbure seraient 
imaginaires, bien que se projetant suivant des ellipses réelles, 
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les surfaces (P) étant tout à fait intérieures à rellipsoïde(a). 

Si l'on donne à "k des valeurs supérieures à — c-, on a 
toujours des ellipsoïdes pour la surface (P), et les ellipsoïdes 
sont intérieurs à l'ellipsoïde proposé : ils ne peuvent tou- 
jours pas le couper. 

Supposons maintenant "k compris entre — 6^ et — c^ : la 
surface (P) sera un hyperboloïde à une nappe coupant rellip- 
soïde suivant des courbes se projetant suivant des ellipses (y) ; 
pour )v = — c^, on a l'ellipse 



^2 yi 

«2 ^ 62 



qui est une ligne de courbure, et, pour X = — 6^, l'axe des x^ 
l'hyperboloïde s'est réduit au plan des zx, la ligne de cour- 
bure se réduit alors à l'ellipse principale située dans le plan 
des œz. 

Si l'on fait varier \ de — 6- à — a^, la surface (P) est un 
hyperboloïde à deux nappes qui coupe l'ellipsoïde suivant 
des lignes de courbure (y) se projetant suivant des hyper- 
boles; pour 'k = — b^, comme nous l'avons fait observer, on 
a des hyperboles infiniment aplaties se confondant avec l'axe 
des x; et, pour). = — a^, ces hyperboles se réduisent à l'axe 
des y. 

Il résulte de là que, si l'on fait varier X de — c^ k •— b'^ et 
[X de — 6^ à — a^y on peut se procurer tous les points réels 
de l'ellipsoïde, une fois et une fois seulement. 

Sans qu'il soit nécessaire d'insister sur ce point, on verra 
facilement que les projections des lignes de courbure sur les 
autres plans de coordonnées sont encore des coniques. 



XV. — Lien des centres de conrbnre principanx de l'ellipsoïde. 

Le lieu des centres de courbure principaux de l'ellipsoïde 
peut s'obtenir en regardant ce lieu comme l'enveloppe d'une 

L. — Traité d'Analyse, VII. i4 
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série de plans normaux principaux. Soient rellipsoïde 

rpl yt zt 

^ ' a^ o^ c* 

et 

x^ y^ z'^ 

l'équation d'une surface homofocale. Le plan tangent à celle 

surface 

Xa? Yr Zz 

•^ ' -^ =1 



a* H- X 6* -h A c* -4- 

sera une section principale; ses coordonnées tangentielles 
sont 



X 



_ y 



(ï) ^ = ^ïmô;' '^^tjtx' ^ = ^;^:;:x^ 

l'élimination de x^ y^ z^ \ entre (a), (P), (y) donnera l'équa- 
tion tangentielle du lieu. L'équation (p) donne 

(8) (a2^-X)52^_(62-f-X)T,2-f-(c2-4-X)îî = i; 

l'équation (a), combinée avec (P), donne 

^2 y2 ^2 



a2(a2-+-/) b^{b'^-\-\) c2(c2-f-X) 
ou 

(s) (a2 + X)g+(62 + X)g+(c2 + X)g=o. 

En éliminant X entre (8) et (e), on a 

(j2 + ^^2^Ç2)2=^g^.g + g^(a2Ç2 + 6t^î^c2î«-l). 



XVI. — Lignes de courbure de la surface podaire de l'ellipsoïde 

par rapport au centre. 

Lorsque Ton connaît un système de surfaces orthogonales, 
la transformation par rayons vecteurs réciproques fournit de 
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nouveaux systèmes orthogonaux et, par suite, de nouvelles 
surfaces dont on connaît les lignes de courbure. 

Si l'on transforme le système de surfaces homofocales 

x^ y^ z'^ 



-+- rr— s- -^ -ir-TT = h 



en prenant pour pôle de la transformation l'origine des 
€Oordonnées, on a 

x^ y^ z^ (x^ -^ y^ -\- z^y 



Les surfaces contenues dans, ce type se coupent orthogonale- 
ment et, par suite, suivant leurs lignes de courbure. 
Or la podaire de l'ellipsoïde 

a^x^ -4- ô^y^ -i-c^z^ = i 
a pour équation 

ses lignes de courbure sont donc données par des équations 
de la forme 

x^ v^ z^ 

+ AT— T + TT— Y-=(^*-^r'-+-^')*• 



aî -+- X 6* -t- X c* -+- 



XVII. — Lignes géodésiqnes de l'ellipsoïde. 
Pour trouver les lignes géodésiques de l'ellipsoïde 

X^ y2 ^2 

nous le comprendrons dans un système de coordonnées ellip- 
tiques, c'est-à-dire que nous ferons v = o dans les formules 
du paragraphe précédent. Nous chercherons ensuite une 
solution complète de l'équation aux dérivées partielles 
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celte solution, différentiée par rapport à a et à A, fera con- 
naître les équations finies des lignes géodésiques. Quand on 
fait V == o, les valeurs de L et M sont 

î ^ i (^ — 1^)>> 

4 (X-r-a«)(X-^6î)(X-H-c«)' 



4 (ji-ha>)({x-h62)(fi-f-c«)' 
en posant, en général, 

L = l(X-|x)/(X), M=i(H-X)/(t.), 



/^V=* 



l'équation (a) devient ainsi 

On peut écrire cette équation comme il suit : 

I /dsY I /dey h.. .h. , 

alors on a Ja solution complète 

en appelant ^ une nouvelle constante, les équations des lignes 
géodésiques seront 

Dans ces formules il y a quatre constantes a, p, A etc : une 
de ces constantes est de trop ; cela tient à ce que nous avons 
considéré deux équations différentielles de nos lignes géodé- 
siques, alors que l'équation finie de la surface était une 
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équation finie de nos lignes. Nous allons en effet déter- 
miner h. Pour cela, observons que 

Or de (P) on tire 

X -T- a u. -h a ' 

d'où 

I 

dk^f(l)-dii.^f(li.) ^ 6?XV(X)(X-f-a) ^ ^t^8/(fx)(HL + a) 
X — (JL (X-+-a)2 (^jjtH-a)« 

OU encore, en vertu de (8), 



^^ V(X)(X-f-a)-f-rftxV({jL)(tx-f-a)-2fl^^txv//(X)/(HL)(X-^a)(HL-^-a) 

(X -h a)2 -h ( [XH- a)2 — 2(X -+- a)( (JLH- 3c) 

OU, remarquant que les dénominateurs sont égaux et extrayant 
les racines des numérateurs, 

7.ds = dX \//{l){l -+-a) — d^i s//(Ht)(îx -h a); 
comparant cette formule avec (y), on voit que l'on doit faire 

Nous avons vu que les coordonnées elliptiques des ombi- 
lics sont 'k= — b^^ [X = — 6-. 

La longueur d'une ligne géodésique comptée à partir d'un 
ombilic sera donc 



= f v//(X)(X-ha)^X- r v//(|x)((ji-f-a)rf(i; 



cette expression de 25 est susceptible de quatre valeurs en 
changeant les signes des radicaux ; ces valeurs correspondent 
aux quatre ombilics. Prenons deux d'entre elles, la précé- 
dente et 



/'X ^{i 

^'= / \//(X)(X4-a)e/XH- / //(|x)(Ht4-a)û?[x; 



s -h s 
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nous avons, en ajoutant, 

J—b* 
si Ton suppose s ^ s' constant, "k sera constant; ainsi : 

Théorème. — Le lieu des points, tels que la somme ou la 
différence de leurs distances géodésiques aux ombilics 
soit constante, est une ligne de courbure. 

En d'autres termes : 

Les ellipses géodésiques ayant les ombilics pour foyers 
sont les lignes de courbure. 

Les équations des lignes géodésiques peuvent encore 
affecter une forme remarquable due à Liouville. 
Différentions l'équation (p), il viendra 



y X -+- a ds y [i-\- OL ds 



ou 



^ \ -\- a \ds / [L-^OL \ds / 

or, en appelant i l'angle que [jl = const. fait avec la géodé- 
sique, on a 

— ■=>-(S)' = 4-<»-''>^<»(S)'' 

""■•■="(S)'-î<^-»/<^'(ïr^ 

d'où 



A-Kf) 



" {JL-X^ 

la formule (0) devient alors 

4 cos^i 4 sin^i 



(X — |x)(X-4-a) (ji-X)(fx-ha) 
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OU 

(t^) {jLCOs'i-j- X sin*i = a. 

Telle est la forme sous laquelle Liou ville a mis Téquation des 
lignes géodésiques. Exprimons que l'équation précédente (r^) 
a lieu pour u. = — b^^ 'k^= — b^^ c'est-à-dire qu'elle passe 
par un ombilic ; nous aurons 

— 62cosîi'2 — 62sm2t'2 = a ou a = — è«, 

et alors (rj) deviendra 

(JL cos* i-h\ sin* i = — 6'; 

l'est le même quand on considère deux ombilics différents ou 
bien il prend des valeurs supplémentaires^ donc : 

Théorème II. — Deux géodésiques, issues de deux ombi- 
lics différents, font des angles égaux ou supplémentaires 
avec les lignes de courbure qui passent par leur point de 
rencontre ; 

Propriété qui rapproche encore les lignes de courbure de 
l'ellipse et de l'hyperbole. 



XVIII. — Coordonnées paraboliques. Lignes de courbure 

des paraboloides. 



Les équations 



H :^-^ = 2^-h A, 



/? -r-X ^ H- X 

(a) / 1 =2Z-+-UL, 

x^ r* 



jO -h V ^ -h V 



sont celles de trois paraboloides homofocaux qui déterminent 
par leur intersection un point {x^y^ z)\ ce point est aussi 
déterminé par les paramètres \ [jl, v qui sont ses coordon- 
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nées paraboliques-; ces coordonnées sont orthogonales, comme 
l'on a vu, et les formules de transformation sont 

^j^ (X -H/?)(fX-l-/?)(v-4-/?) 



q—p 



— 1Z =jD-f-gr_^XH-fJL-!-V. 

Les lignes de courbure des surfaces (a) sont leurs intersections 
respectives et, en particulier, les lignes de courbure du para- 
boloïde 



sont données par cette équation et par la suivante, où p est 
variable 

- H = 2Z-f- p. 



Ces équations sont faciles à discuter. 



XIX. — Lignes géodésiques du paraboloîde. 

Quand on efTectue les calculs, on trouve pour les coordon- 
nées paraboliques 



4L (i^-/>)*^ ^v-'^qYV 

Si nous supposons v = o, les équations des lignes géodésiques 
du paraboloîde 

h ^^ = 2^ 

P <1 
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seront données par Tintégration de l'équation 






de\» I /d6Y 



la connaissance d'une intégrale 6 de cette équation renfer- 
mant une constante a fera connaître les équations des lignes 
géodésiques 

de o de 

^j- = a, -— = s -h const. 
aa ' on 

Or, L et M ne contenant que \ et que [jl, on pourra prendre 

et Ton aura, pour équations des lignes géodésiques, 

J ^'2 h — a^J 



, I \/M du. = s -T- const,; 

v/2/i — «2^ 



la seconde fait connaître l'arc de géodésique. Les intégrales 
qui figurent dans ces formules dépendent seulement, comme 
on le voit, des fonctions elliptiques. 

Nous bornerons là notre étude sur les coordonnées para- 
boliques, la plupart de ces propriétés pouvant se déduire, 
par la méthode des limites, des propriétés des coordonnées 
elliptiques, dont elles ne sont, en définitive, qu'un cas parti- 
culier. 

XX. — Sur la transformatioii par rayons vecteurs réciproques. 

Nous avons vu que deux figures sont transformées l'une de 
l'autre par rayons vecteurs réciproques, par rapport à un 
pôle O et relativement à un module A", lorsque, M et M' dési- 
gnant deux points de ces figures situés en ligne droite avec 
le point O, on a (t. II, p. 245) 

OM.Om=kK 
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Soient {Xy y^ z) un point de l'une des figures, et (x', j^, s') 
le point correspondant de l'autre : on a vu que l'on avait, le 
pôle étant pris pour origine des coordonnées, 



(I) 



X 


= 




x'k^ 




ar'« 


-4- y «-h 


2'* 


y 


— 




yA-« 




x'-^ 


-Hy»-+- 


z'^ 


r. 






vx» 





1 _^ l/j _4_ S'I ' 



x't-^yt^ 



M 



on en déduit, du reste, x\ y, z' en fonction de x^ y^ z au 
moyen de formules analogues. 
Soit 

une équation algébrique, U/ désignant en général un poly- 
nôme homogène de degré i en x^ y, z. Si dans ces poly- 
nômes on remplace x, y, z par leurs valeurs (i) et si l'on 
supprime ensuite les accents devenus inutiles, cette for- 
mule (2) deviendra 

(2) Xrî'^U/^t-f- A-2'«-2U,„_iR2-^-. . .-f- UoR'"* = o, 

R2 désignant, pour abréger l'écriture, x^ -{- y^ -h z^ -^ celte 
équation sera, en général, de degré im; toutefois ce degré 
peut s'abaisser. 

Soit/? le degré du polynôme Uq, Ui, ... qui a l'indice le 
moins élevé et qui n'est pas nul; en d'autres termes, soit p le 
nombre de fois que la surface (i) passe par l'origine. Soit q 
le nombre de fois que la surface passe par le cercle ombilical; 
en d'autres termes, soit y = i, si Um contient R^ en facteur, 
soit gr = 2, si Um contient R* en facteur, et si Um_« contient 
R2 en facteur, etc., il est clair que le degré de (2) transformée 
de (ï) par rayons vecteurs réciproques sera 

m' = im — a^ — p\ 

d'ailleurs, en appelant/?' et q' les nombres analogues kp elq 
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pour la seconde surface, 



p' =z m — iq^ 
q'=m—p — q, 



de sorte que pour qu'une surface conserve son degré après 

une transformation par rayons vecteurs réciproques, il faut 

que 

m = im — iq — p 

ou que 

m = iq -+-/?. 

Une surface du second degré doit donc avoir un point double, 
c'est-à-dire être un cône, ou avoir comme ligne à Tinfini le 
cercle ombilical, etc. 

A côté de la transformation par rayons vecteurs réciproques 
vient tout naturellement se placer une autre transformation 
que nous allons faire connaître. 

Nous appellerons, dans une transformation par rayons vec- 
teurs réciproques, sphère directrice la sphère ayant son 
centre au pôle et dont le rayon est le module k de la trans- 
formation. 

Soient P un point quelconque de l'espace, x\ y ^ z^ ses coor- 
données : son plan polaire H par rapport à la sphère directrice 
a pour équation 

(3) Xx-\-Yy'-^Zz'=k^. 

Exprimons que ce plan est perpendiculaire au milieu de la 
droite qui joint deux points {Xy y, z) et 

k^x k^y k^z 



x^-\-y^-^z^ x*-^y^-hz^ x^^y^-i-z^ 

correspondants par rayons vecteurs réciproques ; nous aurons 
à identifier l'équation de ce plan avec 

(X — a7)»-4-(Y-v)îH-(Z-^)î = /^X -— ^f — ïV-h..., 
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ce qui donne 



{x x^-^y^-\-z^ — 



x^-\-y^ -H z^ 



on en lire 



a;' = 



ik^x 



/pî -h ^î -f- ^2 -f- X:2 ' 

ik'^z 

z = 



-5' 



a;2H-y2-+-^ÎH-X:2 

et, comme l'on voit, le point {x' ^ y^ z') est sur la droite qui 
joint le point {oc, y^ z) à l'origine et, par suite, son corres- 
pondant aussi. 

Les formules (4) sont de véritables formules de transfor- 
mation analogues à celles de la transformation par rayons 
vecteurs réciproques. 

Quand le point {x\ y ^ z') sera donné, il en résultera deux 
points X que l'on construira facilement. Quand le point X' 
décrira une surface d'ordre m, en général les points x se 
trouveront sur une surface d'ordre im. Si l'on appelle pre- 
mière figure une figure décrite par x' ^ y, z\ et seconde figure 
une figure décrite par x^ y^ z, on pourra dire que : 

Si la première figure se compose de deux lignes ou de 
deux surfaces tangentes^ leurs correspondantes dans la 
seconde figure le seront aussi, etc. 

XXI. — Des anallagmatiques de M. Moutard. 

M. Moutard a donné le nom à^ anallagmatiques aux sur- 
faces qui sont à elles-mêmes leurs propres transformées par 
rayons vecteurs réciproques. Leur degré ne devant donc pas 
changer par une telle transformation, elles auront nécessaire- 
ment des singularités qui en faciliteront l'étude. 
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Théorème de M. Moutard. — Toute anallagmatique est 
U enveloppe d^une sphère orthogonale à la sphèrf direc- 
trice de la transformation par rayons vecteurs réci- 
proques, dont le centre se meut sur une surface fixe 
appelée déférente . 

En effet, considérons sur une anallagmatique trois points 
infiniment voisins a, 6, c, et leurs trois correspondants par 
rayons vecteurs réciproques a', b' , d \ par a, è, c et a', on 
peut faire passer une sphère, et, à cause des relations sui- 
vantes où o est le pôle, 

oa X oa! = ob >c, ob' = oc x oc' = k^. 

Les points 6' et & seront sur cette sphère, évidemment 
orthogonale à la sphère directrice, puisque la longueur de la 
tangente issue de l'origine à cette sphère adbV cd est k. 
Celte sphère à la limite est bitangente en a et a' à l'anallag- 
matique; donc, etc. c. q. f. d. 

Réciproquement, toute enveloppe d'une sphère dont le 
centre décrit une surface fixe et qui reste orthogonale à une 
sphère fixe est une anallagmatique. Nous allons donner de 
ce théorème une démonstration qui permettra de trouver 
l'anallagmatique connaissant la déférente 

(i) /(«, P,ï) = o. 

L'équation de la sphère mobile est 

(ar — a)2-+-(7 — P)2-f-(^ — Y)' = l^^ a* -I- P^ -|. ^2 =: ^2 _4_ R2 

OU, si l'on veut, 

(2) x^-\-y^-rz'^ — 2a.x — %^y — 'i^z-\-k> — o. 

Son enveloppe s'obtiendra en éliminant a, ^, y entre cette 
équation, (i)et 

(3) I^=i^=i^/ 
^ ' X doL y &^ z d-^ 

i** On voit que la direction x^ y^ z du rayon vecteur de 
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V anallagmatique est perpendiculaire au plan tangent 

4-'» -L^ -T- de la déférente, 
d% d^ à^ •' 

2° Si Ton égale chacun des rapports (3) à — > N^ désignant, 

pour abréger, (^-^j "^ (^p) "+■ [é) ' ^^^^^ P^ sera égal à 
^^ -^y^ "^ ^'» ^^ o^^ aura, en combinant (2) et (3), 

On reconnaît donc que p a deux valeurs et que le produit de 
ces valeurs est égal à X:*, ce qui montre bien que : 
Le lieu des points x, y, z est une anallagmatique. 

3" Le plan tangent à la déférente est perpendiculaire 
sur le rayon vecteur de V anallagmatique au milieu de la 
corde qui joint deux points correspondants de V anallag- 
matique. 

XXII. — Équations des anallagmaticnieft. 

Les propriétés fondamentales que nous venons d'établir 
contiennent toute la théorie des anallagmatiques. Nous 
appellerons seconde déférente d'une anallagmatique la po- 
laire réciproque de la déférente prise par rapport à la sphère 
directrice. 

Ceci posé, par un point A de la déférente menons un plan 
tangent; soit M le point de la seconde déférente qui corres- 
pond à ce point, m et m' les points correspondants de l'anal- 
lagmatique; en appelant x^ y, z les coordonnées de l'un des 
points m, m', et x', y, s' les coordonnées de M, on aura, en 
refaisant un calcul déjà développé au paragraphe antépré- 
cédent, 



00^ -^ y'^ -^ z^ -\- X:*' 



(0 ^'= ^. . .., , ^. , L.^ ^ y= 
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en sorte que, si 

il) /(^»7» ^1 t) = o 

est réqualion de la seconde déférente rendue homogène, 
l'équation de l'anallagraatique sera 

<3) f[^,y, ^. "^^^^^ j = o. 

La même transformation (i) permet de trouver les focales 
des anallagmatiques. 

Considérons la développable circonscrite à la seconde 
déférente et à la sphère directrice ; soit 

<4) ^{x\y,z', t') = o 

l'équation de cette développable rendue homogène, je dis 
que 

sera V équation de la développable qui contient la focale > 

m 

En effet, nous passons de l'équation (4) à (5) en appliquant 
la transformation (i). L'équation (2) et l'équation (4) repré- 
sentent des surfaces circonscrites : donc les équations (4) et 
(5) représenteront aussi des surfaces circonscrites; l'équation 
(4) est la surface polaire d'une courbe et (5) représente 
encore une enveloppe de sphère, mais dont le cercle reste sur 
une courbe; ces sphères sont toujours orthogonales à la 
directrice, mais il est facile de voir que leur rayon est nul, 
car la déférente, étant le lieu des pôles des plans tangents à 
la développable (4), se trouve sur la sphère directrice. Mais 
il est facile de voir qu'une pareille enveloppe est dévelop- 
pable et qu'elle a pour équation p^ -]-q^ -^ 1 = o. Admet- 
tons-le, on voit que, étant circonscrite à Tanallagmatique, elle 
n'est autre chose qu'une développable dont la ligne double 
sera la focale. 
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Arrivons à la démonstration du théorème sur lequel nous 
venons de nous appuyer. La sphère de rayon nul 

(a) (a7-a)«-f-(r—p)2-f-(z — Y)* = o, 

où a, p sont fonctions de y, enveloppe une développahle 
isotrope {p^ -j- ^2 _^ j -_ q^. 

En effet, Tenveloppe est représentée par l'équation (a) et 

Si l'on différentie {a) par rapport à ^retà^en tenant compte 

de (6), on a 

(a? — a)-f-(^ — Y)/? = o, 

d'où l'on tire, en éliminant a, p, y, 

p^ -\- q^ -^ i = o\ 
donc, etc. c. q. f. d. 



XXIII. — Ânallagmatiques du quatrième degré homofocales. 

Notre but n'est pas de faire une histoire complète des 
ânallagmatiques, nous avons seulement l'intention de faire 
connaître un système de surfaces orthogonales découvert par 
M. Moutard et qui dérive naturellement des théories que 
nous venons d'exposer. 

On trouvera des ânallagmatiques homofocales en cher- 
chant des surfaces du second degré inscrites dans une déve- 
loppable circonscrite à la sphère 

(i) a72-+-j2_4_^2_X:2 = o, 

et en appliquant à ces surfaces la transformation 

/N f 1K X j ^ 
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C'est ce qui résulte de la théorie exposée au paragraphe pré- 
cédent; or posons 

X = ax -+■ hy -\- cz -^ dt, 
Y = a'x ■+- h' y -f- d z -f- dt, 
Z = a'x + h" y -4- c" z -4- d't, 

T = a!"x -+- ¥'y -\- c"' z -i- d" t ; 

supposons cette substitution orthogonale, et soit t =^ k \ — i ; 
l'équation 

(3) X2-hY*-+-Z2-f-T2 = o 

sera identique avec (i), et même on aura identiquement 

( 3 bis) X« -f- Y2 -4- Z> -I- T2 = x^ -4-7» -f- z« — k^. 

Une autre surface du second degré, rapportée au tétraèdre 
conjugué X = o, Y = o, Z = o, T = o, pourra être repré- 
sentée par 

X» Y* Z2 T2 

^ ^ a p Y ^ 

Les équations tangentielles de (3) et (4) sont 

Z* -i- m* H- /i* -hp^ = o, 
a ^2 >|_ p /yi2 ^_ Y n* -H 8/?2 = o, 

si bien que l'équation tangentielle d'une surface du second 
ordre inscrite dans la même développable que celles-ci sera 

(X — a)Z2-h(X — P)/?i2h-(X — Y)/l2^-(X — 8)/>2 = o, 

et son équation ordinaire sera 

X* Y* Z2 T2 _ 

ou plus simplement 

X2 



2 



= 0, 



X — a 
ou encore 

{ax-¥- by -^ cz-h dkyj — i)' 



2 



= 0. 



X — a 
L. — Traité d'Analyse ^ VII. i5 
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Faisons maintenant la transformation (2), nous aurons 
Téquation générale des anallagmatiques du quatrième degré 
homofocales 

nous poserons 

S = 37*4- 72 -i- 52 ^ ^__ (arc 4- by-h cz)-h k^; 



alors (5) pourra s'écrire 



rfU'î 



Mais on peut obtenir une forme beaucoup plus instructive 
au moyen de l'artifice suivant : 
L'équation 

/2 4 ^ m2 -\ ^ /i2 H pi = o 

ji — a [X— fj fi — Y fx — S^ 

représente aussi une surface du deuxième degré inscrite dans 
une développable circonscrite aux surfaces 

— =0 



=0 et > — 

jx — a J^ jjL 



— a 



et en particulier à la sphère, que Ton obtient en prenant 
). = [JL. L'équation de ces surfaces en coordonnées ordinaires 
sera 

XVfx — a) 



2 



X — a 



= 0, 



ou encore 



1 



ou enfin 



(6) 



X*(tx- 


-X) 

a 


-2x- 


0, 


r ^'- 


- 4- : 


u* 

: =0, 
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en supposant que [jl soit une des quantités a, p, y, 8, [jl et en 
posant 

C'est dans la formule (6) que nous faisons la substitution (2) ; 
alors, en observant que, si l'on pose 

x'i -I- y 2 _+- V2 — k^= 7-V-^ — , -^ , Tvr. — ^^ 

_ 4Â:*S -4- 4A-6 — A-nS -4- ik^ )^ 

_ . A-»S« 

l'équation (6) pourra s'écrire 

or, soit 

2k 

A = a?* ^-7* + ^2 H (aa; -H 6j^ 4- cz) -4- A-', 

c?/ — I 



A, B, C, D seront les puissances de sphères dont nous appel- 
lerons les rayons M, N, P, Q. Il est facile de voir que ces 
sphères sont orthogonales entre elles et à la sphère S = o; 
en mettant en évidence les quantités A, B, C, D, l'équa- 
tion (6) s'écrit 

Telle est la forme sous laquelle on peut mettre les équa- 
tions des anallagmatiques du quatrième ordre homofocales. 
Cette équation est du troisième degré en \ ainsi qu'on l'a vu 
en la mettant sous la forme (/). 



228 CHAPITRE lY. 

XXIV. -- Du système triple formé d'anallagmatiques homofocales. 

Nous reprendrons les équations des anailagmatiques 
homofocales pour démontrer les propriétés de ce système, et 
surtout pour prouver qu'il constitue un système orthogonal. 

Nous écrirons l'équation de ce système ainsi 

S|, S2, . . ., S5 seront alors les. puissances de cinq sphères 
quelconques orthogonales deux à deux, R|, . . ., R 5 seront 
leurs rayons et ai, a2, . . . , as seront cinq constantes. 

A chaque valeur de x^y, s, ou de S|, S2, . . • , S5, corres- 
pondent trois valeurs de "k : donc en chaque point de l'espace 
passent trois surfaces (i)^ il est facile de voir qu'elles s'y 
coupent à angle droit. Soit, en effet, G le premier membre 
de (i), H ce qu'il devient pour X = [jl, on a 

dGâH dGdH âG âH 

dx dx ày dy âz dz 

_^dG^m^/d^d^ dSidSj^ âSj dSj\ 
~~ j^ dS|- dSj \ dx dx dy dy dz ^z ) 

Or. on trouve que 

d^i dSj dSf dSj dSi dSj _ \ 2(S/H-S/) si i^j 



dx dx dy dy dz dz j 4 S/ 4-4^1 si£=y 
quand les sphères sont orthogonales, donc 

2dG dU _^ dG ^ dH 

dU ^ y^ dG .vi^. dG dH 



-^ZdS, ^'ZdSj-^^Z^' dS; dS, 



Or, les fonctions G et H étant homogènes, on a, en les sup- 
posant nulles,. 

^dG dU _ , Vp, dG dH 

2àdx dx ~^2â dSi dSi' 
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Le second membre de cette formule est à un facteur près égal 
à G — H; on est donc bien en présence d'un système triple 
de surfaces orthogonales. 

Remarques. — L'équation (i) où ). est donné appartient 
en définitive à une anallagmatique quelconque du qua- 
trième degré, et l'on peut, sur cette équation, étudier les 
anallagmatiques du quatrième degré. La sphère directrice est 
l'une des cinq sphères S< = o, ...,85 = 0; comme rien ne 
les distingue, on voit, et ce théorème est encore de M. Mou- 
tard, que : 

Toute anallagmatique du quatrième ordre peut être 
considérée comme telle, de cinq manières différentes : elle 
a donc cinq pôles, cinq déférentes, etc. 

Si l'on veut les focales des anallagmatiques (i), il faudra 
choisir \ de manière que l'équation des secondes déférentes 
soient celle de surfaces développables ; il faudra donc prendre 
7, = ai , aa, . . . et l'on aura 



S; = o avec > -^^ — — = o, 

4*id a/ — a 



S,- n'entrant plus sous le signet]- Les focales sont donc des 

courbes sphériques, situées sur les sphères orthogonales du 
système. 

Il va sans dire que les anallagmatiques du quatrième ordre 
sont de nouvelles surfaces dont on sait trouver les lignes de 
courbure. 



XXV. — Quelques anallagmatiques remarquables. 

La cyclide de Dupin est une anallagmatique (p. 45); c'est 
la transformée par rayons vecteurs réciproques d'un tore; la 
déférente se réduit à une simple courbe du second degré. 

En effet, la cyclide étant la transformée d'un tore, c'est- 
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à-dire de l'enveloppe d'une sphère orthogonale à un plan, et 
tangente à un plan et à une sphère, la cyclide pourra être 
regardée comme l'enveloppe d'une sphère qui reste orthogo- 
nale à une sphère et tangente à deux autres sphères. Ce sera 
une anallagmatique du quatrième ordre; sa seconde déférente 
sera une développable. 

Parmi les anallagma tiques du quatrième ordre qui sont 
engendrées par une sphère normale à trois autres, il y en a 
qui ont trois plans de symétrie; on les obtient en transfor- 
mant les autres par rayons vecteurs réciproques et en pre- 
nant pour pôle de la transformation le point d'intersection 
des trois sphères directrices. 

Disons enfin que, lorsque la déférente d'une anallagmatique 
est une surface du second degré dénuée de centre, l'anallag- 
matique est du troisième degré ; en effet, la seconde déférente 
passe alors par l'origine, puisque la première est tangente au 
plan de l'infini; il est facile de voir qu'alors, dans l'équation 
transformée par la substitution 

X = ^— f • • . 

les termes en {x^ H-JK^ -h z^ + k^y manquent. 



XXVI. — Application des coordonnées curvilignes à la recherche 

des surfaces et des volumes. 

L'élément de surface en coordonnées curvilignes est le 
parallélogramme formé par les lignes 

X = const. 

et 

X -+- c?X = const., |JL = const., jjt -h c?|jl = const. ; 

ce parallélogramme a pour expression 
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formule où dsi, ds^ sont les ares élémentaires des lignes 
coordonnées et Tangle compris. Or 

ds\ = ^L dk, ds^ = /m û?(x, cos6 = 



on a donc 

ds^ds^sin^ = V^LM — K^dX d[k; 

l'aire d'une portion finie de surface comprise entre les lignes 
X = Xo, X = X, , [X = [Xq, [X = jx, sera 



/ \/LM — B^idldii. 



Pour évaluer le volume compris entre la surface et le plan 
des x^y on désignera par a, p, y les angles que la normale à 

l'élément rfw = ^LM — R^ rfX rfjx de surface fait avec les axes 
de coordonnées; il est clair que le volume cherché est une 
somnie d'éléments ayant pour base rfco cos y et pour hauteur z ; 
le volume de l'un de ces éléments sera donc ^cosyrfw; or, 

on a 

dx o dy âz 

cosa -TV- 4- cosp -~ -h cosY -7^=0, 

dx r, ày àz 

cosa h cosp -^ -+- COSY -^ = o. 



d'où l'on tire 



à{x,y) 
COSY = 



Notre élément de volume devient alors 



et le volume total 



// 



6(1, y^) 



^ $ra "^ '^' 



comme l'indique la théorie du changement de variable dans 
les intégrales multiples (t. III, p. i5i). 
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Les équations 

37* yl ^î 

S- -H T~—T- -H -T r = O, 



a*-f-X 6*-t-X c*H-X 

X^ yî ^î 

-+- > / ■ . -H -I— = o, 



a» -f- jjL 6» H- jji c* -h [Ji 

/pi _4- ^î -4- z* = r* 

représentent un système de surfaces orthogonales composé 
de deux cônes et d'une sphère et dont on peut faire usage 
pour calculer le volume de la sphère ou sa surface. Les for- 
mules auxquelles on est ainsi conduit ne peuvent pas servir 
à évaluer le volume et la surface en question, mais cette dif- 
ficulté tourne au profit de l'analyse, car, comme on connaît 
le volume et la surface en question, on trouve ainsi la valeur 
de deux intégrales compliquées que l'on n'aurait pas pu esti- 
mer facilement par une autre voie. 
Les équations précédentes donnent 

ou bien 

/p2 yi 



(a» + X)(a2-f- fJL)(62 — c2) (6«-r- X)(6«-h ijl)(c»— a*) 
(a) / 2» r2 






•Or on a 



2(a2-^X)(a2+jjL)(62- c2) 

= 2(62—c2)(a*-f-a2X-ha«jjL-HX[JL) = V(6«— c2)aS 



car 



V(62_ c2)a2 =0, y (Ô*— C2) = O. 

Posant donc 

H = Va*(^>2— c2), 
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les équations (a) donneront 

x^= ^(62 — cï)(a«-+-X}(a2-4-ix), 

r*= ~(c2-aî)(6ï + >)(62-4-(Ji). 

z^= :^(a«~62)(c2-i-X)(cîH-{i), 

i dx _ I \ dx _ I 

X d\ ~ a^'\-\^ X d\t. ~~ à^ -^ \t.^ 






M 



^>» -f- X c* -4- X 



_ r^ r (6« — c^)(aî-4-X) l 

-4HL (a^-i-{^) "^•••J- 



Nous pouvons écrire 



L= '■ 



1 



4li (a»+X)(6» + X)(c«-i-X) 

"^ 4H (a«-i-X)(6î-+-X)(c«-f-X) 

"^ 4H (a2-i-X)(6»-f-X)(cî4-X) 
LM= L ' 



i6H» (a2-i-X)(6«H-X)(c«-+-X)(a*-hjx)(6«H-[Ji)(cî-f-[i) 

On a donc pour la huitième partie de la surface de la sphère 

Tir* 
ou — 
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on peut supposer a = o, on a alors 

et, en faisant X = — f^^^ ^^- — ^-2^ 

Tz _ r^ r"" dudv(u^—ç^) 

Cette formule, découverte par Lamé, est remarquable. 



EXERCICES ET NOTES. 

1. Les systèmes suivants sont orthogonaux : 

^ =(yt-^Z^— 2X^)(Z^ -h 372 — 'iy^)(x^ -{- yi — 2^2 ) 

3. 

— a(a,'* -h 7^ -+- ^^ —72^2 — a72^î _ x^y^y, 

Y = (72 ^_ ^2 _ 2a?2 )(^2 -H 072 — 2j^2)(a72 _|_ j^2 _ ^^2 ) 

1 

-1-2(37*4-7* -h -3* — 72^2 — 372^2 __ 372^2)2^ 

(Gayley.) 

a^ = 377, ^ = ^z^-f-x^-^- ^z^-^y^j 

Y = v/-32-ha72 — y/^2_^_j2. (J.-A. Serret.) 
2. 

(372 -H j^2 _|_ ^2)2 _|_ ax^ -h ^72 -H C^2 _+-^2 

4p2_ez2 4p2 62 ^ 4p2 — C2 ^ 

a-f-Â 6-HÀ c-hA 

est une équation qui pour un système de valeurs données de 07,7,-3 
détermine trois valeurs de X ; chacune de ces trois valeurs détermine 
une surface, les trois surfaces ainsi obtenues se coupent orthogona- 
lement : le système précédent est donc à la fois triple et un. 

(Darboux.) 

3. Pour que, X, Y, Z désignant des fonctions de x seul, de 7 seul, 

de z seul, 

X -i- Y H- Z = const. 
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fasse partie d'un système orthogonal, il faut que 

dx dx^ \dx^ ) ~^ dx^ '^ ' 

a et 6 désignant des constantes, des relations analogues doivent 
exister entre les dérivées de Y et de Z. (J. A. Serret.) 

4. Si Ton considère Téquation 

(i) x^y?zy = const.j 

et si dans l'équation 

on remplace X par les deux valeurs tirées de 

a p Y 



X^ yî ^2 

« P ï 

l'équation (a) représentera deux familles de surfaces qui, avec (O, 
formeront un système orthogonal. (Darhoux.) 

5. Les enveloppes des surfaces suivantes, où l'on fait varier X, 

forment un système triple de surfaces orthogonales. 

(Darboux.) 

6. Les surfaces suivantes forment un système orthogonal 

X r2 z^ 

a ax — o* ax — c* 

x^ y z^ 






(W. ROBERTS.) 

7. On peut quelquefois faire dériver de systèmes orthogonaux 
d'autres systèmes utiles à considérer : le système 









j?»-+- 


yi-\-Z^ 


= 


r\ 


x^ 


4- 




1 

"X ' 


Z^ 


— 


0, 


a2-hX 


c2-hX 


x^ 




r' 




Z^ 




r\ 



a^-h ^ ô^-T- ^ c2 -h 
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est orthogonal. Le système 



x^ y^ -** _ 1 

i? -^ pj- -+- .^ - '^ » 

a?' y2 z^ 



a»Xa«H-X) i^^(b^-r-X) y*(c*-hX) 

ar* v« z^ 

H TT-:: r = O 



représente une série d'ellipsoïdes et de cônes qui ne sont plus ortho- 
gonaux, mais qui peuvent être pris pour surfaces coordonnées- En 
faisant usage de ces coordonnées curvilignes pour évaluer le volume 
de rellipsoïde, on est conduit à une intégrale double ou triple que 
l'on évaluerait diffîcilement par d'autres voies. 

8. Soit s une surface du deuxième ordre, c une de ses lignes de 
courbure; soit s' une surface du second ordre coupant s suivant la 
courbe c, la surface développable circonscrite k s et s' touche s sui- 
vant une ligne de courbure. 

(Laguerre, Société mathématique de France, 1876.) 

9. Soit R* = a?* -+- y* -H z*, les surfaces 

R*-f-aa:2 -^ by^ -{-cz^ =/>*, 
R* H- a'x^ -f- 6>s -i- c's» = />'2, 
R* -H a^x^ -+- 6>8 -h c'z^ = />'« 

sont orthogonales, si l'on a 



4/>* 


-^ab 




^P'^ 


■^a'b' 




/ip"^ 


-ha'b" 


a 


h 




a' 


b' 




a' 


6' ' 


4/>^ 


-h ac 




4/^'î 


-ha'c' 




ip"^ 


-^a'c" 



a — c a' — c' a" — c" 



(Wangerin, Crelle, t. 82.) 
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THÉORIE DES SURFACES GAUCHES. 



I. — Préliminaires. 



Avant d'aborder l'étude des surfaces gauches, nous rappel- 
lerons quelques formules de Géométrie analytique. 
Soient 



(I) 



X^x'-hl'a', Y=y-hX'p', Z=z'-hVY 



les équations de deux droites, où a, p, y, a', P', y' désignent 
les cosinus qui servent à définir leur direction et où X, V 
désignent les distances du point X, Y, Z au point x^y, z ou 



^',y, 5'. 



La plus courte distance de ces droites est donnée par la 
formule 



(3) 



8 = 



sinV 



X — x' y — y' z — z^ 



a 



p 
?' 



formule où V désigne leur angle; d'ailleurs 



(4) 



siii2v=2(pr-YPT- 



Les angles que fait la plus courte distance S avec les axes ont 
pour cosinus 



(5) 



sinV ' sinV ' sinV 
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Les points où la plus courte distance rencontre chacune des 
droites sont donnés par les formules 



(6) 



y(ar'~a:)(a — a'cosV) 

N (a?'— a7)(a — a'cosV) 
sm«V 




Une sur/ace gauche, ou plus généralement une surface 
réglée, est engendrée par le mouvement d'une droite qui 
porte le nom de génératrice. On réserve plus particulièrement 
le nom de surfaces gauches aux surfaces réglées non dévelop- 
pables. Ce qui dislingue la surface développable des autres 
surfaces réglées, rappelons-le, c'est que la distance de deux 
génératrices infiniment voisines est du troisième ordre et que 
(ce qui est une autre manière d'exprimer la chose) les géné- 
ratrices sont tangentes à une même courbe. 

Nous représenterons une surface gauche par les équations 
d'une génératrice, à savoir 

x^ y, z seront, ainsi que a, p, y, fonctions d'un même para- 
mètre (JL, qui sera l'arc de la courbe décrite par le point .r, j, 
z. Nous appellerons cette courbe la directrice et le point x, 
y, z s'appellera le point M. a, p, y seront les cosinus direc- 
teurs de la génératrice, alors \ sera la distance du point 
M(jc, j^, z) au point X, Y, Z ou m. Dans ce qui va suivre, 
[X sera l'arc de directrice et les dérivées relatives à [jl seront 
désignées par des accents. 

x'^ y^ z' seront alors les cosinus directeurs de la tangente 
à la directrice. 

La plus courte distance de deux génératrices voisines fait 
avec les axes des angles dont les cosinus sont, en vertu de (5^, 



o 



? ? 
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<f' désignant le rapport de l'angle de deux génératrices infi- 
niment voisines rfcp à l'arc d^k. Il en résulte que la direction 
a', (3', y' est à la fois perpendiculaire, i"à la plus courte dis- 
tance de deux génératrices voisines; 2° à la génératrice, car, 

^a- étant égal à i, y^aa'=o. Cette direction est celle de 

la normale à un plan passant par la génératrice et la plus 
courte distance de deux génératrices voisines; ce plan porte 
le nom de plan central; ses cosinus directeurs sont 



or 



\/i'" \/i'' i/i;«" 

ûl' S' y' 

ainsi les cosinus directeurs du plan central sont -7? —,9 — , • 

Le point à partir duquel se compte la plus courte distance 
de deux génératrices voisines est appelé point central, et le 
lieu des points centraux est la ligne de striction de la surface. 

Le point central sera donné par la formule (6), et l'on aura 

^ dx da ^ ûn' et! 
^ ^ 5^2 ^ cp'2 ' 

donc X, la distance du point M au point central que nous 
appellerons O, est égale à \]^'— — ? c'est-à-dire égale à — mul- 
tiplié par le sinus de l'angle que la directrice fait avec le plan 
central; posons donc 

^ I . du. sin tu 

À = -7 sinw = — — ; . 

cp acp 

Si la directrice est normale à la génératrice, ce que l'on est 
en droit de supposer, w devient l'angle du plan central avec 

le plan tangent; d'ailleurs d\Kz= , 8 désignant la plus 
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courte distance de deux génératrices voisines; on a donc 







X = -T- tangu). 



a 



Le rapport ^ est ce que Ton appelle le paramètre de distri- 
bution; en le désignant par A", on a la relation remarquable 



(8) 



X = A: tango) ; 



d'ailleurs le plan central est évidemment tangent au point 
central à la surface. La distance S est donnée par la formule 



8 = 4- 



I 



dx dy dz 

« p Y 
doL d^ d^ 



ou 



(9) 



_8_ 



? 



X y 



a 






= k. 



Nous allons retrouver ces résultats par une autre voie. 
Cherchons les coefficients directeurs du plan tangent au 

point X, Y, Z et posons p r= —, y = --, nous aurons, en 

difFérentiant les formules (7), 



I 


dX 


(x'-^Iol') 







dix 
" ÔY 


(x'-^It.') 







dX 


if-^^') 


^^ÔX^ 


I 


~ ÔY 


(f-^m 


-^^ÔY^ 


p 


dX 


(z'-^lY) 


^^ÔX' 


9 


"" ÔY 


(z'^iY)- 


-^^ôy'^ 
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on en tire 






o ar'-hXa' a 

I y-i-xp' p 



= 0; 



par suile, l'équation du plan tangent au point X, Y, Z devient, 
en appelant Ç, 71, J^ les coordonnées courantes, 

(|-X)[pV-Yy+X(PY'-Y?')] 
-+- Ci — Y)[y^'- aV-T- X(Ya' — aY')] 
H-(r - Z)[ay - p:r'-i- X(ap'- pa')] =0. 

Maintenant prenons la génératrice sur laquelle est située le 
point X, Y, Z pour axe des Z; en d'autres termes, supposons 
a = o, j3 = o, Y = I . Supposons en outre que le point ^,y, z 
soit à l'origine et soit précisément le point central, alors 
X = o, Y = o, Z = X; de plus, prenons pour axe des x la 
plus courte distance de deux génératrices voisines, alors la 
direction a', P', y' sera, comme nous Tavons vu, perpendicu- 
laire à Taxe des z et à l'axe des^; on aura donc a'= o, y'=: u. 
Enfin rien n'empêche de prendre la ligne de striction pour 
lieu des points ^, ^, z, en sorte que l'on auray= o, z'= o; 
l'équation du plan tangent deviendra alors 

il passera donc par l'axe des 2, ce qui était évident a priori, 
et si l'on appelle w l'angle qu'il fait avec les plans de xz, qui 
est le plan central, on aura 



tangoi = X 



X 



ou X = X: tangu>; 



changeons w en o) H — et appelons \^ la nouvelle valeur de X, 



on aura 



X,= - 



langbi' 



d'où Ton tire 

XXi - — k\ 

L — Traité d^AnaljsCf VII. 



(> 
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On peut alors énoncer le théorème suivant : 

Les points de contact de deux plans rectangulaires, 
tangents suivant Une même génératrice, forment deux 
divisions en involution et le produit des distances des deux 
points de contact au point central est constant, 

II. — Propriétés du plan tangent. 

Soient OM, OW deux génératrices voisines, 00'=^' leur 
plus courte distance, OM ==)v; par le point O menons OP 




parallèle à O'M' et par le point M le plan MPM' perpendicu- 
laire à O'M'. 

i^ Le plan central est tangent au plan central O. 

En effet, ce plan contient deux tangentes, à savoir : la géné- 
ratrice OM et la ligne OO'. 

2° Le plan passant par OM et MM' est, pour raison ana- 
logue, le plan tangent en M; l'angle en M' du triangle MPM' 
est l'angle w que fait le plan tangent en M' avec le plan cen- 
tral : on aura, en outre, M'P = 8 ; donc 



or MP = \ drD : donc 



MF = Stangto; 



(0 



8 



X = ^ tango), 



ou k = k tangoi, 



ainsi que nous l'avons vu plus haut. 
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Dans une surface développable, 8 est du troisième ordre; 
-y- est donc nul, le paramètre de distribution est nul et 

io= -; le plan tangent est donc le même tout le long d'une 

génératrice. 

3** La formule (i) montre que le plan tangent varie tout 
le long d'une génératrice; à l'infini il est perpendiculaire 
au plan central ; il tourne donc de 1 80° dans tout son parcours 
et se confond avec le plan central quand il est tangent au 
point central. 

4** Tout plan passant par une génératrice est tangent 
quelque part sur cette génératrice en un point donné par 
la formule (i). 

5° // n'est tangent qvUen un seul point sur cette généra- 
trice, 

6® Lorsque deux surfaces gauches ont une génératrice 
commune, elles ont deux plans tangents communs. 

Soit, en effet, 6 l'angle que fait un plan quelconque passant 
par la génératrice commune avec un plan fixe passant par 
cette génératrice; soient x et x^ les abscisses des points où il 
est tangent à l'une et à l'autre surface, comptées à partir d'un 
point fixe sur la génératrice, on a 

f ,A ^ » tango H- tanga 

X =z a -t- A: tang(6-i- a)= a -\- k ^ — > 

^ I — tangO tanga 

I 1, /A K t 1, tango + tanga' 

X = a:-\-k tang(ô h- a') = a' -+- k 2 &__ • 

®^ I — tango tauga' 

si l'on élimine entre les équations, on obtient entre x et x^ 
une relation de la forme 

xx' -hXa7-+-fia?'H-v = o; 

les points de contact décrivent donc deux divisinos homogra- 
phiques; les points doubles, au nombre de deux, sont des 
points pour lesquels les plans tangents aux deux surfaces 
coïncident. 
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7^ Deux surfaces gauches qui ont trois plans tangents 
communs en trois points d^une même génératrice ont tou- 
jours le même plan tangent tout le long de cette généra- 
trice , 

En efTely les points de contact d'un même plan dans les 
deux surfaces forment deux divisions homographiques : les 
points de contact ne peuvent coïncider qu'aux points doubles: 
s'il y a plus de deux points doubles, les deux divisions sont 
coïncidentes et tous leurs points sont doubles : donc, etc. 

c. Q. F. D. 

III. — Paraboloîde de raccordement. 

Théorème. — Si, par tous les points d^une génératrice 
d^ une surf ace gauche on mène des normales à la surface, 
toutes ces normales engendrent un paraboloîde hyperbo- 
lique dit paraboloîde des normales. 

En effet, prenons la génératrice en question pour axe des z. 
le point central pour origine, le plan central pour plan des 
zx et deux autres plans de coordonnées achevant avec celui-ci 
un système rectangulaire. 

Les équations d'une normale seront 

5 = À, — = — COtO), 

X 

0) désignant l'angle que le plan tangent fait avec le plan cen- 
tral. Or on a, en appelant k le paramètre de distribution, 

1 = k tangio; 
en éliminant \ on a 

-5 = X: langa>, — = — cot to, 



OU, en faisant le produit, 



y 

z--=—k ou zy = — kx. 
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On reconnaît immédialement un paraboloïde dont les plans 
directeurs sont précisément le plan des zx et le plan des zy^ 
c'est-à-dire le plan central et le plan perpendiculaire passant 
par la génératrice. On voit, de plus, que le point central est 
le sommet du paraboloïde en question, qui est équilatère. 

Si l'on fait tourner de 90° le paraboloïde en question, ses 
génératrices normales à la surface deviendront tangentes, et 
dans cette position il sera tangent à la surface tout le long 
d'une même génératrice^ on lui donne alors le nom de para- 
boloïde de raccordement* 

Le point central est, comme Ton voit, le sommet du para- 
boloïde de raccordement. 



IV. — Cônes et cylindres circonscrits. 

Un cône circonscrit à une surface réglée ayant le même 
plan tangent que cette surface le long de la courbe de con- 
tact, si nous considérons un point M de la courbe de contact, 
le plan tangent commun en M contiendra la génératrice du 
cône et celle de la surface. 

Pour circonscrire un cône à une surface gauche, le sommet 
étant donné en ^, on fera passer par le sommet 5 et par 
chaque génératrice un plan et on cherchera le point de con- 
tact de ce plan. C'est alors que la considération du parabo- 
loïde de raccordement deviendra utile, puisque, au lieu de 
chercher le point de contact sur la surface, il suffira de le 
chercher sur le paraboloïde, dont les propriétés sont en 
général beaucoup mieux connues. 

Mais considérons les traces des plans tangents menés par 
le point s sur un plan quelconque; ces traces sont les per- 
spectives des génératrices de la surface ; ce sont aussi les tan- 
gentes à la base du cjlindre circonscrit considérée sur le plan 
de perspective. Il en résulte que : 

Les perspectives des génératrices enveloppent le contour 
apparent de la surface. 
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Ce que nous avons dit d'un cône circonscrit est vrai à la 
limite pour le cylindre circonscrit; donc : 

Les projections des génératrices sur un plan quel- 
conque eni^eloppent le contour apparent de la surface. 



V. — Surfaces réglées à plan directeur. 

Supposons que, par un point de l'espace ou naême des 
parallèles à toutes les génératrices d'une surface gauche, on 
formera un cône dit cône directeur de la surface. (On 
obtient très facilement l'équation de ce cône quand la sur- 
face est donnée par les équations de ses génératrices.) Ce 
cône directeur est évidemment le cône des directions asym- 
ptotiques de la surface; une surface gauche est en général 
déterminée par son cône directeur et deux directrices sur 
lesquelles la génératrice est assujettie à s'appuyer. 

Lorsque le cône directeur se réduit à un plan, on dit que 
la surface est à plan directeur ; dans ce cas la surface esl 
gauche, c'est-à-dire que la plus courte distance de deux 
génératrices infiniment voisines est du premier ordre. Le 
type de ces surfaces est le paraboloïde, qui possède deux 
plans directeurs. 

Le contour apparent de la surface sur son plan directeur 
est manifestement la projection de la ligne de striction. En 
effet, le point où se compte la plus courte distance de deux 
génératrices voisines se projette sur l'intersection des projec- 
tions de ces deux génératrices. 

VL — Symptômes auxquels on reconnaît qu'une surface est réglée. 

Si une surface est réglée, son cône directeur a ses généra- 
trices parallèles à celles de la surface; or ce cône directeur 
est le cône des directions asympto tiques; son équation est 
donc facile à écrire. Si l'on transporte le sommet de ce cône 
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en un point de la surface, il la rencontrera suivant une géné- 
ratrice au moins (en la supposant engendrée par une droite). 
Enfin, si l'on observe que le plan tangent en ce point contient 
la génératrice, il arrive que, en chaque point de la surface, 
les génératrices sont données par le plan langent et le cône 
des directions asjmptotiques; mais il est bon d'ajouter que 
ces deux surfaces peuvent donner aussi des droites non con- 
tenues sur la surface. 

Cette méthode sera en général plus simple que celle qui 
consisterait à vérifier si la droite 

37 = a^ -u a, y — hz -^ ^ 

peut rencontrer la surface de manière à se confondre avec 
elle. A cet effet, on éliminerait x el y entre ces équations et 
celle de la surface; on verrait ensuite si l'on peut choisir 
a, a, 6, p de manière que l'équation en z soit identiquement 
satisfaite (quel que soit z), 

La même méthode permet aussi de reconnaître si une sur- 
face contient des droites. 

Théorème I. — Une surface d'ordre m ne peut être 
coupée par un plan suivant plus de m droites. 

Théorème II. — Par un point d'une surface il ne peut 
passer trois droites appartenant à cette surface^ à jnoins 
que ce point ne soit singulier ou que les droites ne soient 
contenues dans un même plan. 

Car sans quoi, en elTet, le trièdre ayant pour arêtes ces 
droites aurait ses trois faces tangentes en un même point à 
la surface. Il n'y aurait donc pas un lieu plan de tangentes. 

Un autre moyen de s'assurer si une surface est réglée con- 
siste à voir si ses coordonnées satisfont à une équation aux 
dérivées partielles que nous allons chercher. 

Mettons les équations des génératrices sous la forme 

(i) X = az -\- ai, ^=6z-i-p, 
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et différenlions en laissant constant le paramètre t qui entre 
dans «, b, ol^ p. Appelons p, q les dérivées premières de 5, 
puis r, ,ç, t ses dérivées secondes, enfin w, ç^ fv, «// ses déri- 
vées troisièmes, nous aurons 

'Ji.) dx — a dz^ dy = b dz\ 

or, on a 

dz ■= p dx -^ q dy^ 

d'où, en éliminant rfjr, <i^, rfs, 

(3) 1 = a/) -4- èy. 

Différentions encore en laissant t constant, nous aurons 

Q^^ adp -\-b dq 
ou 

o =: a{r dx ~r S dy) -h 6(5 dx -\- t dy)\ 

or, en vertu de (2), dx et </^ sont proportionnels à a et h\ 
donc cetle formule donne 

(4) a'^r -\~i.abs -^b'^t =0, 

Différentions encore en laissant t constant, nous aurons 

a'^ dr -^ %ab ds -\r- b^ dt — o 
ou bien 

a^{u dx -f- V dy) -f- !2a6(p dx -^ w dy)-^ b^{w dx -\- w dy) — Q, 

c'est- à-dire, en remplaçant dx et dy par a et 6, 

(5) a^ w -h Sa^éi^ -h Saô^tv -h è^ti/ = o. 

En éliminant a et 6 entre (4) et (5), on auraTéquation diffé- 
rentielle cherchée, qui est du troisième ordre. 

Enfin, voici un critérium qui pourra éviter des recherches 
superflues : quand une surface est algébrique, elle ne 
peut être gauche que si sa classe est égale à son degré. 

Pour établir cette proposition, considérons une surface S 
d'ordre m qui soit gauche, coupons-la par une droite D, cette 
droite la rencontrera en m points «i, «2, ..., «m par 
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lesquels passent des génératrices Gi, Ga, • ., G,„: les m plans 
qui passent par D et par G|, G2, . . ., Gm sont tangents 
quelque part. Je dis que, par la droite D, on ne peut pas 
en mener d'autres et, par suite, la surface m est bien de la 
classe m. 

En effet, si par la droite D on pouvait mener un plan P 
tangent à la surface S ne contenant aucune des génératrices 
Giy G2, . . ., Gmf le plan P couperait la surface suivant une 
courbe et une génératrice H qui renconlreraît D nécessaire- 
ment en l'un des points «i, 02^ • • . et se confondrait avec 
une des génératrices G|, G2, ... : le plan P se trouve donc 
parmi les m plans tangents déjà considérés. Donc, etc. 



VIL — Lignes de striction des surfaces du second ordre. 

La recherche directe de la ligne de striction d'une surface 
gauche ou du point central d'une génératrice peut être diffi- 
cile, mais on peut tourner la difficulté en suivant la méthode 
que nous allons appliquer à Thyperboloïde 

/pî yi ^2 

Le point central d'une génératrice est un point ou le plan 
tangent est perpendiculaire au plan tangent à l'infini. Nous 
avons donc, pour trouver la ligne de striction, à chercher le 
lieu des points où le plan tangent est perpendiculaire au plan 
tangent à l'infini situé sur la même génératrice. 

Soit 






une génératrice, on devra avoir 



a« "^ 6» 7^ ' 



3&0 
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quel 


que soit 


\ 


OU 










(2) 








^3 

a» 


-h 






(3) 








'a* 


4- 






(4) 








a» 


-h 







I, 



=: O. 



Le plan langent à Tinfîni sur la génératrice en question a pour 
équation 



OiX 

a» 



Y^ 



6« 



= o. 



Exprimons que le plan tangent en Xq^ y^^ 5o, qui a pour équa- 
tion 

TXn 
a, 



b^ C2 -'' 



lui est perpendiculaire, nous aurons 

(5) 



CLXq 



6* 






En éliminant a, [3, y entre cette équation (3) et (4)ï on a l'une 
des équations de la ligne de striction-, Tautre est (2). De (5) 
et (3) on tire 



a : 



b^c^ 






et, en portant les valeurs proportionnelles à a, p, y déduites de 
là dans (4), on a 



y_ 

b 






ou encore 



c'est l'équation de la ligne de striction que nous nous propo- 
sions d'obtenir. 
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Quand on suppose a = &, on a 

I I \ ' / » f \ 2 



^5^5(^2^^) -^^i^'iy-^-^-^) =° 



s^s(^^-^ 



ou 



y^ -f- ar^ — o, Zq — o, 



ce qui donne le cercle de gorge; Tautre solution est évidem- 
ment étrangère à la question. 

La ligne de striction du paraboloïde s'obtiendra en obser- 
vant que, si l'on prend pour plan des xy un plan directeur, 
la projection de la ligne de striction sera précisément le con- 
tour apparent du paraboloïde sur les plans des xy^ pourvu 
que Taxe des z soit perpendiculaire au plan directeur. 

Dans le paraboloïde équilatère, qui est un conoïde droit, 
la ligne de striction est l'axe môme du conoïde, c'est-à-dire 
une génératrice. 

On peut remarquer que, dans la sphère comme dans les 
cylindres, la ligne de striction est indéterminée. 

VIII. — Étude des lignes tracées sur les surfaces gauches. 

Reprenons les équations d'une surface gauche 

(i) X = a?-^aX, Y=j-hpX, Z = <s -h y^» 

et rappelons les formules suivantes 

(•>.) co%{h,x)^- ^^ ~ ^^ , 



a'*, 



(3) ?''=2 

^^ ol' x' 

(4) A = distance du point x^y^ z au point central = ^^ — ,- ? 

a' 

(5) cosinus de l'angle que le plan central fait avec zOy = —,, 



(6) k = ± 



o 



x' y z' 

a ? Y 
«' ?• i 
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on trouve, en appelant I Tangle de la génératrice et de la direc- 
trice, 



(7) 



L 
M 



dW^ 



m) 






R = ^^OLX' = cosi, 



/ = 



o, 



(8) 



m = — 



r = 



ar^H-Xa" j'-l-Xp" ^'-f-X^ 






enfin rappelons que, w désignant l'angle que le plan langent 
fait avec le plan central, on a 



(9) 



^ sin (o 
A = — 7-> 

A = k tango). 



, COSO) 



11 est souvent avantageux de prendre pour directrice la 

ligne de striction; alors il faut supposer (0 = 0, A = o, et 

l'on a 

L = i, M = i-i-X2cp'2, R = cosI. 

I est alors l'angle de la ligne de striction avec la génératrice; 
pour la ligne de striction elle-même, on a 



L = i, M = i, 






m = 



m 



o, 



R = cosI, /=o, 



sinO, 



p désignant le rayon de courbure de la ligne de striction et 6 
l'angle du plan osculateur de cette ligne de striction avec le 
plan central. 
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La courbure géodésique de la ligne de striction sera donnée 
par la formule 

/— _cos6yL R dM i dM i dK 

on en déduira 

, . cos6 dl 

(lo) — — = -^' 

La torsion géodésique — est donnée par la formule 
' ' fX'2(/R-Lr)-f-X>'(/IVl — mL)-i-{JL'«(rM — Rm)]; 



ér /LM— R« 

pour la ligne de striction on a 

cosi pin 6 



g sinl \ * 



P 
celte formule peut encore s'écrire 

, , r/O 1 A:cp'2 sine 

(II) . _ ^^î^ _^ 



d]x T sinl ptangl 

Les formules (lo) et (ii) ont conduit Laguerre, comme 
nous allons le voir, à une remarque fort intéressante. 



IX. — Sur quelques surfaces gauches applicables les unes 

sur les autres. 

Soient 

(i) X = ar -+- Xa, Y = 7 -4- X?, Z = 5 -i- Xy, 

(a) X = a:î-f-Xai, Y=7i-hX?i, Z=^,-4-Xyi 

les équations de deux surfaces gauches; appelons L|, Mi, 
N|, ... ce que deviennent les quantités appelées plus haut 
L, M, N, .... Quand on change Xy y^ z^ a, p, -^ en X\, ysy z^, 
*o P<» To les surfaces (i) et (2) seront applicables si Ton a 

(p. A^) 

(3) L=L,, M = M„ R = R,; 
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or on aura,R = R« sicosi = cosI|Ou sil = Ii. Si l'on suppose 
que les deux directrices soient les lignes de striction des sur- 
faces, les conditions (3) seront vérifiées : i° si les lignes de 
striction coupent les génératrices sous le même angle, 2° si 
l'on a M = Ml ou 

I -4- aXîp'sinw 4- X*cp'* = 1 -+- 2X(p', sinwi -+- X*cp'i', 

car Li = L = I . Cette formule peut s'écrire 

'2X(cp'sinta — o'isina)i)-f- X*(cp'' — ??)~ o, 

et pour que ceci ait lieu, quel que soit \ il faut que o> = Wi 
et cp'= ^\, Ainsi : 

' Deux surfaces gauches seront applicables Viine sur 
l^ autre, génératrice sur génératrice, si les lignes de stric- 
tion coupent les génératrices sous le même angle, si les 
paramètres de distribution sont les mêmes, et si aux points 
correspondants les plans tangents font des angles égaux 
avec les plans centraux, {On peut remplacer les paramètres 
de distribution par les angles ^' ,) 

Maintenant reprenons les formules (10) et (11) du para- 
graphe précédent 

/ di _ cosô 
^ ^ i <iÔ I A-cp'2 sine 



\ d\i. T sini p tangl' 

supposons que l'on déforme une surface gauche en conser- 
vant la rectitude des génératrices, I, cp', k' restant les mêmes 
ainsi que [x. Le 6, le p et le T de la ligne de striction seront 
toujours liés par les équations précédentes, et les équations 
permettront de trouver toutes les surfaces applicables (géné- 
ratrice sur génératrice). La ligne de striction sera alors l'in- 
connue à déterminer. 

Si, avec M. Laguerre, nous supposons que l'on veuille 
toutes les surfaces gauches applicables (génératrice sur géné- 



j 
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ra triée) sur un hyperboloïde de révolution, il faudra supposer 
1 = const., Â: = coilst., cp'=const. ; alors la première des 
équations (i) donne 



cosô 



et, comme p n'est pas infini, cosO = o ou Q =: -, la ligne de 
striction est géodésique ; la deuxième équation (i) donne alors 

A et B désignant deux constantes. On voit que : 

Les sur/aces applicables (génératrice sur génératrice) 
sur un hyperboloïde de révolution, jouissent de cette pro- 
priété curieuse que leurs lignes de striction sont telles 
qu!il existe une relation linéaire entre leurs courbures et 
leurs torsions. 

M. Bertrand, comme nous le verrons un peu plus loin, a 
rencontré ces courbes, telles qu'entre leur courbure et leur 
torsion il existe une relation linéaire; ce sont les seules dont 
la normale principale puisse servir de normale principale à 
une autre courbe. • 

Nous signalerons, parmi les surfaces gauches applicables 
les unes sur les autres, les surfaces de Poncelet qui, dans le 
mouvement d'un corps solide, sont les lieux des axes instan- 
tanés dans le corps lui-même et dans l'espace absolu. 



X. — Théorème de M. 0. Bonnet. 

M. O. Bonnet, dans le. tome LVII des Comptes rendus de 
l^ Académie des Sciences, a démontré que, si deux surf aces 
gauches étaient applicables Vune sur Vautre, les géné- 
ratrices de Vune s^ appliquent nécessairement sur les géné- 
ratrices de Vautre, 
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Pour démontrer celte proposition, nous mettrons les ds^ 
des deux surfaces sous la forme 

ds^ =: \dk d[i. 

Nous montrerons ensuite que le rapport -7- qui détermine la 

génératrice recliligne ne dépend que de A; il sera alors le 
même pour les deux surfaces, et les génératrices des deux sur- 
faces s'appliqueront l'une sur l'autre en même temps que les 
lignes coordonnées. 

Lorsqu'une surface est gauche, il y a une ligne tracée sur 
la surface et telle que l'on a 



ou, ce qui revient au même 



d^y dz - 
d^z dx - 


— d'^z dy - - 0, 

— d^x dz -0, 


d^xdy - 


- d^y dx 


1 même 


5 


dx 


d^y d^ z 
dy dz ' 



c'est la gépératrice de la surface, l'une de ces équations pou- 
vant d'ailleurs être remplacée par l'équation de la surface. 
Ces équations peuvent s'écrire 



â^x 


dX^ 


+ 2 


â^x 


d\ d\L -h 


d^x 


Û?|JL« 






âx 


d\-h 


dx , 







• > 



et Ton en déduit 



V' ^ ^ dx j^^ v^ a^x dx ,^ . XT' d^x dx , ^ 



2/dx\^ ^ ^> dx dx , 



• • » 



d\ dix 
or on a 



"^/dxY ^/dx\^ -^dxdx 

2i^j=°' Màii-J'^"' 2iàkà^=^' 
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d'où l'on 


tire 
















^ d^x 


dx 


= 0, 


1- 


d^x 
dldij. 


dx 
dl 


= o, 




^ d^x 


dx 


= 0, 


1-. 


d^ X dx 
â\ cl(jL dyi 


= o, 




^ d^x 


dx 
dix 


d\ 


■ 1 


d^x 
dix^ 


dx 


dA. 
dl. 



267 



Portant ces valeurs dans (i), on trouve 

i dx . i dx ^ 

c'est Téquation qui détermine le rapport -3- pour une géné- 
ratrice, et comme l'on en tire 

d\ dK dX 

d\i d\i ' d\ 

on voit que la direction de la génératrice est la même dans 
toutes les surfaces gauches applicables les unes sur les autres. 

C. Q. F. D. 

Remarque. — Si l'on considère l'équation 

A = const., 

elle représente une série de lignes pour lesquelles le rapport 
-T- est donné par la formule 

dK ^. dx , 

— ^ aA -4- -— au = o, 

dk £^[X ' 

tandis que le même rapport pour les génératrices est donné 
par la formule 

d\ ,^ dX , 

les lignes en question forment donc avec les génératrices et 
les lignes coordonnées, un faisceau harmonique. 

L. — Traite d* Analyse, Vil. 17 
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Le théorème de M. O. Bonnet donne une grande impor- 
tance aux théorèmes qui ont été établis au paragraphe pré- 
cédent. 

XI. — Lignes géodésiqnes des surfaces gauches. 

L'équation générale des géodésiques est [p. 112, for- 
mule (18)] 

d i nr A à\. 1 d\\^ d^ à\ du. dM /rffx\« 

si l'on observe que 
cette équation devient 

et, comme cp'= ^> 

. .di c?o« . . . d^ dii do . 

— smi-r = -f-r (A-h A)= -j^ -^ -/ (A -h A). 
ds ds^ d\L ds ds 

Or, en appelant w Tangle que le plan central fait avec le 
plan tangent, et en supposant que [x soit Tare de la ligne de 

striction, >. = A et A ^ = sin w ; on a alors 

. . di . do dix 

— SlQl -7- = 2SIQ(0 -r^ -7- 

. as a\L as 

ou encore 

— sin i di = 2 sin eu e/cp 

ou enfin 

(a) dis\ni-\-id^s\\nji =0 : 

telle est Téquation des lignes géodésiques; il ne faut pas 
oublier que i est l'angle que fait la géodésique avec la géné- 
ratrice. 
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Il ne paraît pas possible d'intégrer d'une façon générale 
l'équation des lignes géodésiques, même en employant la 
méthode de Jacobi. 

Néanmoins, il est permis de tirer quelques conséquences 
importantes de l'équation (a); cette équation montre, en 
effet, que si di = o^ on a 

d(f = o ou sin to = o, 

ce qui signifie que : 

Si une géodésique coupe les génératrices sous un 
angle i constant, les génératrices restent parallèles à une 
même droite, ou bien son plan tangent est le même tout 
le long d'une génératrice; donc : 

Si dans une surface réglée une seule géodésique ren- 
contre les génératrices sous un angle constant, cette sur- 
face est développable, et alors évidemment toutes les géo- 
désiques jouissent de la même propriété, puisque, après le 
développement de la surface, les géodésiques doivent se 
transformer en lignes droites; il est clair alors que la déçe^ 
loppable doit se réduire à un cylindre, 

XII. — Lignes asymptotiques. 

Les lignes asymptotiques ont pour équation 

/ dX^ -4- ir dkd\L-\- m d\j^ = o, 

c'est-à-dire en remplaçant /, r, m par leurs valeurs et en 
supprimant la solution [x = const., qui donne les généra- 
trices 

aA:cp'«ûfX-i-(AH-aBX-hGX«)rf(JL = o; 

/:, A, B, C ne contiennent pas X; cette équation est donc de 
la forme 

(I) ~ =G-^2HX-f-KX«; 
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c'est une de celles que l'on sait intégrer quand on en con- 
naît une solution. Cette remarque est due à M. O. Bonnet. 
Lorsque la directrice est une ligne asymptotique, G=o 
et A = o, alors (i) prend la forme 

formule que l'on sait toujours intégrer. 

Les équations des tangentes aux lignes asymptotiques 
sont 

X ^ a? - g X _ Y -7 — pX ^ Z — ^ -- yX 

et on peut les écrire comme il suit 

X — ar — aX _ Y —y — pX _ Z — z — yl 
PT^X-f-RX* ~ P -+-2Q'X-+-R'X« ~ P'-h2Q'X-+-R'X«' 

P, P', P", . . . désignant des fonctions de [x seul. L'élimina- 
lion de X fera connaître le lieu des tangentes aux lignes 
asymptoliques tout le long d'une génératrice. Pour faire 
cette élimination, on égalera la suite des rapports précédents 
à ^, et l'on aura 

/ X — a: — P5 — aX — 2QX5 — RX** =0, 
(A) ) \ —jr — P's — pX— 2Q'X5 — R'X«5 =0, 

( Z — ^ — P'5 — yX--2Q''X5 — R'X25 = o; 

on peut obtenir une équation qui ne contienne plus "k^ ; pour 
cela, il suffît d'observer que R, R', R" sont de la forme G a, 
Gp, Gy; en multipliant alors la première formule par et! la 
seconde par ^' et la troisième par y', et en ajoutant après 
avoir observé que aa'-i- ^p' + yy' = o, on trouve un résultat 
de la forme 

(B) T — F"'s — X — 2Q'"X5 = o, 

T désignant une fonction linéaire de X, Y, Z dont les coef- 
ficients ne dépendent que de [x et P^", Q'" des nouvelles fonc- 
tions de [JL seul. Des équations (A) et (B) on tire pour s, ), 
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'ks eik^s des valeurs fonctions linéaires de X, Y, Z; en éga- 
lant alors la valeur de Xs au produit des valeurs de X et de 5, 
on a une équation du second degré en X, Y^ Z ; cette équa- 
tion ne peut représenter qu'un hyperboloïde à une nappe, un 
paraboloïde hyperbolique ou leurs variétés. Donc, en général, 
les tangentes aux asympto tiques d^une surface gauche 
menées par tous les points d' une même génératrice forment 
un hyperboloïde à une nappe. 

Il est facile de voir que cet hyperboloïde est osculateur de 
la surface gauche tout le long de la génératrice commune; 
cela résulte du théorème plus général que voici : 

Deux surfaces tangentes tout le long d'une ligne de 
longueur finie et qui ont tout le long de cette ligne mêmes 
directions asymptotiques, ou plus généralement même 
indicatrice, sont osculatrices le long de la ligne de con- 
tact. 

En effet, soient/?, gr, r, 5, ^ les -t-j — ? — > • • • de la pre- 
mière surface,/?', q\ z-', s' ^ t' ceux de la seconde, on a 

(A') p=p\ q=^q> 

et comme les indicatrices ont pour équations 

XV +2XY5 +Y2f =1, 

X2r'-4-2XY5'-h Y2^' = i, 

pour que ces deux indicatrices soient identiques (c'est-à-dire 
semblables), il faut qu'il existe une quantité A", telle que 

(B') r=:kr', s = ks', t = kt' \ 

les formules (A'), (B') ont lieu tout le long d'une ligne. 
Soient dxj dy des accroissements subis par x, y quand on se 
déplace le long de cette ligne, les formules (A') donnent 

r dx-\- s dy = r' dx -\- s' dy'. 

Remplaçant r et 5 par kr et ks^ on a évidemment k-=i\ 
Pj Ç9 ^> *) ^ étant égaux à/>', q'^ r', 5', t', les surfaces ont 
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mêmes rayons de courbure principaux tout le long- de la ligne 
commune. c. q. f. d. 

L'hyperboloïde osculateur dont nous venons de signaler 
Texistence pourra êlre construit dès que Ton saura mener 
des tangentes à trois asymptotiques aux points où elles ren- 
contrent la génératrice de la surface. 

Si la surface gauche est à plan directeur, l'hyperboloïde 
osculateur dégénère en paraboloïde et devient paraboloïde 
de raccordement. En effet, il est facile de voir que, quand on 
prend y = o, l'équation des lignes asymptotiques est seule- 
ment 

dl =(A -+-2BX)^{JL, 

et C =: o; cette équation est linéaire, et, par suite, toujours 

intégrable par les quadratures. 

Quant aux équations (A), elles ne contiennent plus de 

termes en X^ ; on peut en tirer immédiatement \ s et \s en 

fonctions linéaires de X — x, Y — jk, Z — z. Soient U, V, W 

ces fonctions linéaires, l'équation du lieu des tangentes aux 

asymptotiques est 

UV = W : 

c'est l'équation d'un paraboloïde hyperbolique. 

Le paraboloïde de raccordement et le paraboloïde oscula- 
teur doivent coïncider, car on ne peut évidemment con- 
struire qu'un seul paraboloïde tangent à la surface tout le 
long d'une génératrice, ce paraboloïde étant déterminé par 
trois tangentes à la surface. 



XIII. — Courbure des surfaces gauches. — Lignes de courbure 

constante. 

L'équation aux rayons de courbure principaux d'une sur- 
face quelconque est 

'"P -M\; 



/LM — R> / \/LM — R* J\\/U 



M — R» 
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sa courbure lotale K sera alors donnée par la formule 

_ r^—lm 
~ (LM — K2)2* 

Prenons la ligne de striction pour directrice, nous aurons 
L = i, / = o, R=cost, r=A:cp'2, M = i + aXAcp'^-f- X2©'2; 

pour le cas où la ligne de striction est directrice A = o, et 
alors M = I 4- X^ (f '^ ; on a donc 



K = 



A-2cp'* 



A-2cp'* 



Cette équation peut aussi s'écrire 



K 



sin2t . \2 



ou, en vertu de la formule (9) du § VIII, 

k^ 



K = 



(A:2-f-X2)2 



Cette formule remarquable est due à M. Bonnet; elle fait 
connaître la manière dont la courbure totale varie le long 
d'une génératrice. 

Supposons maintenant R = o, et la directrice d'ailleurs 
quelconque. Quand /w = o, deux rayons de courbure sont 
égaux et de signes contraires, car Téquation aux rayons de 
courbure se réduit à 

. LM 



r2p» = L«M2 ou 



or on a 



m = 



^"^Xa" y-+-Xp" z'-^-lf 
x'-t-loi' /H-Xp' y^-Xf 



Téquation m = o aura donc, en général, deux solutions, 
puisqu'elle est du second degré en X. Donc : 

Sur toute surface gauche il existe deux courbes, ou plus 
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exactement, sur toute génératrice d'une sur/ace gauche, 
il existe deux points où la surface a ses deux rayons de 
courbure égaux et de signes contraires. 

Ces courbes peuvent d'ailleurs être réelles ou imagi- 
naires; elles peuvent être confondues ou indéterminées. 
L'une d'elles, au moins, sera rejetée à l'infini si 



» Y* 



a 
a 



P' i 



= o; 



cette équation exprime qu'une courbe ayant pour tangentes 
des droites parallèles aux génératrices de la surface est plane 
et, par conséquent, que la surface gauche a toutes ses géné- 
ratrices parallèles à un même plan 5 cette surface est donc à 
plan directeur. 

Si les lignes précédentes sont indéterminées, en chaque 
point de la surface /n = o, et il y a deux rayons de courbure 
principaux égaux et de signes contraires; les quantités A, 

B, C, définies au paragraphe précédent par l'équation 

• 

m = (A-i-2BX-4-GX2), 

sont nulles, les lignes asymptotiques d'k = x d[i. sont 

représentées par rfX = o ou )w = const., la surface est à plan 
directeur ; on peut alors supposer y = o ; les conditions A = o, 
6 = 0, C = o peuvent alors s'écrire 



(a) 



ce" 


y" 


z' 


x' 


y 


z' 


a 


p 






= 0, (a'p — P'a)^'— ^'(a'P — P'a) = o, 0=0. 



La seconde de ces formules donne 



ou, en intégrant. 
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h désignant une constante. On peutposera=cos6, P= sinO; 
on a alors 

(6) —^'=hz\ b = —hz — h'. 

La première des formules (a) peut s'écrire 

(c) cos^(yz'— z'y) — û\i^(^a^z'—z"x') = o. 

Adjoignons à cette équation la suivante 

(rf) aa7'-+- Pjk'-+" Y^'= o ou ip'cosô -h^'sinô =o; 

et nous avons 

(7"^'— ^y)y^{x"z'—z''x')x' = o 

ou 
ou 

OU enfin z"=o; on en conclut 

a et 6 désignant deux constantes; ainsi, en transformant 
convenablement les coordonnées, la formule (6) et celle-ci 
donnent 

e 

on a ensuite, au lieu de (rf), 

x' cos ah]ï.-\-y sin a/i (x = o, 
ip'*-l-y* = ! — «*» 



d'où l'on tire 



et, par suite. 



y^{\ H- tang*aA(x) = i — a*, 
y = ^i — a* cosaA [jl 

/ r sinaAuL 

7= V^i — a* r-^ -+- const., 

/ r cosaAuL 

X = vi — «* F— ^ -^ const. 

aA 
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Il résulte de là que : 

La surface gauche dont les deux rayons de courbure 
sont égaux et de signes contraires: i " est à plan directeur; 
2" les génératrices s^ appuient sur une courbe hélicoïdale 
tracée sur un cylindre à base circulaire en restant nor- 
males à cette hélice, 

La surface gauche qui a ses deux rayons de courbure égaux 
et de signes contraires estVhélicoïde gauche à plan direc- 
teur; il est facile de ^'oir que les génératrices rencontrent 
l'axe du cylindre sur lequel est tracée l'hélice, et par suite la 
surface en question est un conoïde. C'est la surface de la vis 
à filet carré. 



XIV. — Des surfaces gauches dont les génératrices sont 
les normales principales d'une courbe gauche. 

Les normales principales d'une courbe ne sont pas les 
génératrices d'une surface gauche quelconque ; en d'autres 
termes, sur une surface gauche quelconque il n'existe pas de 
courbe qui ait pour normales principales ses génératrices. 
En effet, si sur une surface gauche il existe une courbe 
ayant pour normales principales les génératrices, son plan 
osculateur sera tangent à la surface; cette courbe sera donc 
une ligne asymptotique. Ainsi, pour qu^il existe une courbe 
ayant pour normales principales les génératrices, il faut que 
cette courbe satisfasse à la fois à deux équations différen- 
tielles, à savoir : i® à l'équation des asymptotiques; 1^ à 
l'équation des trajectoires orthogonales des génératrices, ce 
qui n'est pas possible en général. 

D'ailleurs, soient a, ô, c, a', b\ c\ a", 6", d' les neuf 
cosinus qui déterminent la tangente, la normale principale, 
la binormale d'une courbe gauche en x^y^z^ soient p et T son 
rayon de courbure et son rayon de torsion si on la prend 
pour directrice de la surface gauche qui a pour génératrices 
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ses normales principales, les équations de cette surface gauche 

seront 

X — X -^\a\ 

7.=^ z -r-lc'; 
dans cette hypothèse, on trouve 

>A2 X2 



L = I , M = ( I ) "^ x^ ' R = o, 



/ = o, m 



-^■\[?Hmi-hm'-m 



quant au X du point central, il est donné par la formule 

(3) ^=-î^Ti- 

On voit donc que : 

Si une sur/ace est telle que ses génératrices soient les 
normales principales d^une courbe gauche, il faut que 
son paramètre de distribution k soit égal à la torsion de 
cette courbe multiplié par cp'^. 

En éliminant p et T entre (i), (2) et (3), on a la relation 

^' — TZ 

OU 

Â = : • 
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XV. — Des surfaces gauches dont les génératrices sont les 

binormales d'une courbe. 

En faisant toujours usage des mêmes notations, Téquation 
d'une surface gauche, lieu des binormales d'une courbe à 

double courbure, sera 



x = 


: JT -h 


\a\ 










Y = 


:j-f- 


\b\ 










Z = 


■ Z -i- 


le". 










M = 


- I -\- 


X» 

x*' 




R 


--=0, 






X« 


-( 


I 
T 




r = 


I 
T' 



On a ici 

L = i, 

1 = 0, m = 

on voit que, dans le cas actuel, le paramètre de distribution 
est égal à la torsion de la directrice. 

Le point central est donné par les formules 





o's y 


A — , y 

? 

on a donc 





X = o. 

AiiKi la directrice est précisément la ligne de striction, qui. 
dans ce cas, est géodésique. 

XVI. — Théorème de M. Bertrand. 

Nous allons voir que, si, sur une surface gauche, il existe 
deux courbes qui ont les génératrices pour normales prin- 
cipales, ces courbes sont d'une nature toute particulière et 
aucune d'elles ne peut être choisie arbitrairement. M. Ber- 
trand a prouvé, en effet, que, si tes normales principales 
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d'une courbe sont les normales principales d'une autre 
courbe, il existe entre la courbure et la torsion de cette 
courbe une relation linéaire. 

En effet, soient x^ y, z les coordonnées d'un point d'une 
courbe; a, è, c, a', b\ c\ a", W^ c" les neuf cosinus qui 
déterminent sa tangente, sa normale principale et sa binor- 
male; p son rayon de courbure, T son rayon de torsion ; si les 
normales principales de cette courbe sont aussi normales 
principales d'une autre courbe, soient x^^ y^^ z^ les coor- 
données du point de cette autre courbe situé sur la normale 
principale de la première en x^ y^ z; soit / la distance des 
points Xf y, z et x^^ y^^ z^\ soient a^, èj, c^, a^, b\^ c\^ 
a^y b\. c\ les neuf cosinus qui déterminent la tangente, la 
normale principale et la binormale de la seconde courbe, 

a\ = a', b\ = h\ c\ = c' ; 

la longueur / est constante, car rf/, en appelant ds et ds^ les 
arcs des deux courbes, est égal à 

ds cos(ds, l)-\- dsiCOs(dsiy l)=zo. 

En second lieu, si l'on appelle / l'angle des tangentes corres- 
pondantes aux deux* courbes, ou, si l'on veut, l'angle des élé- 
ments dSy dSi , on aura 

aai -h bbi -h cci == cos i, 

d'où 

ai da -f- a da^ -h . . . = — siri i di^ 

ou, par les formules de Serret, 

, ds j, . ds , ds 
a ai — -hoioj — -h c Cl — 

P 9 9 

ds\ j, , dst , dst . ... 

-^ a,a \- b\b — - -h c, c — - = — smidi. 

Pi Pi Pi 

ou, en observant que à^ = a\ b\ = V ^ c^ = d 

s'\nidi= o; 

doncsinf== o ou rf/= o; en tout cas i est constant. 
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IMaintenant on a 

(i) I a{x — Xi)-^ b' (,y —yi)-^ c" {z — z{) = o, 

i a'{x^Xi)-{- à'(y—yt)-hc'(z — Zi)= l; 

et, en différentiant les deux premières en ayant égard aux 
formules de Serret, 

- [a'(x — xi)-^..,] 



-I- a* -T- 6« -i- c* — ( a«i -+- 66i -h cc{) —j- = o, 



(a) 



ds 



~ [a'(a: — a:,)-4-...] 



ds 

-i- aa" -^ bb' -h ce" — {a" ai-^ b" bi-^ c" Cl) -=- = o; 

Us 



7 » 



ce qui peut s écrire 



(3) 



/ . dsi 

- -\-l — COSl — r- = O, 

p ds 

. . ds{ 
sin i — j- = o, 
as 



H 



d'où l'on tire 



(4) ^ "^ / ~ ^cotangin=:o. 

Il existe donc, comme nous l'avions annoncé, une relation 
linéaire entre la courbure et la torsion de la courbe dont les 
normales principales sont les normales principales d'une 
autre courbe. 

Réciproquement, s'il existe entre la courbure et la torsion 
d'une courbe une relation linéaire, la normale principale de 
cette courbe appartiendra à une autre courbe. 

En effet, toute relation linéaire entre la courbure et la 
torsion peut se mettre sous la forme (4) en la résolvant par 

rapport à - et en appelant cott le coefficient de ?=? et j le 
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terme tout connu. Ceci posé, faisons 

ces équations déterminent la courbe ^i,jKn ^i- Si Ton diffé- 
rentie, on a 



ds\ 



-'(^î) 



''='^^^"-''"-^- '' 



ou, en vertu de (4), 



i . ai dsx a" 



OU encore 



I , . tt • '^ ai . . ds\ 

= (acost-h a sini) = -r-sini — 7-> .••» 

T ^ l as 

Elevant ces équations au carré et ajoutant, on a 

I _ sin't / dsi\^ 
Tï ~ "l^~~\d^) ' 

Les équations précédentes peuvent alors s'écrire 

acosi-\- a^sini = dzaïf ...; 

en différentiant, il vient 

a' . a' . . . a\ ds\ 
— cos t -h -= sm i = di — ^ -j- : 
p T pi ds 

on en conclut 

aa'i -h bb'i -h cc\ = o, 

a''a'i-^b''b\-\'C'c\=o] 

donc la normale principale, au lieu des points ^i,^«, ^i, se 
confond avec la normale principale au lieu des points x^y, z, 

c. Q. F. D. 

On voit que 

/i . I . A« I /dsiY 
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Pour que la normale principale d'une courbe soit normale 
principale d'une infinité d'autres courbes, il faut que la rela- 
tion (4) aitlieu, quelque soit /; alors/ = o, toutes les courbes 

sont parallèles et tî? = o. 

XVII. — Surfaces gauches, lieux des axes de glissement. 

Considérons une courbe gauche. Soient a, 6, c, ... les 
cosinus directeurs de la tangente, de la normale principale 
et de la binormale, R le rayon de courbure; T le rayon de 
torsion au points, y, z; ds Tare de courbe quand le trièdre 
trirectangle lié à la courbe se déplace; l'axe instantané de 
rotation est, comme on sait, la droite rectifiante, et les com- 
posantes de la rotation instantanée sont 

. ds , j ds 

pds = — ^, q ds = 0, rds=^* 

Cherchons l'axe de glissement; il faudra écrire que le 
point dont les coordonnées sont i, "O, Ç par rapport aux axes 
mobiles éprouve un déplacement parallèle à la droite recti- 
fiante. On devra donc avoir 

dx -h^da -hri da' H- Ç da" df -h ^db -h ri db'-^ X^db" 



ou bien 



ap 


-+- a' q 


-\-a! 


'/• 






dz 


bp -\- b' q 
cp -\- c' q 


-h6> 
dc'^X^dc" 
-h c" r 


U 


a->r a' 


R 


'( 


' a 
R 


-f- 






m 








a" 




a 






• • > 








K 


■~ 


T 









ces équations peuvent s'écrire, en multipliant haut et bas la 
première fraction par a, la seconde par è, la troisième par c 
et en ajoutant, etc., 



R R T T 

1 O ~ I ' 

~ T R 
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OU 



T. z= 



ainsi l'axe de glisseraent est parallèle à la droite rectifiante, 
et à une distance du plan rectifiant égale à r— — — ; son équa- 



tion sera donc, par rapport aux coordonnées ordinaires, 

^__^ ~ É._É! 

T R T R 

Les équations (i) montrent que le lieu des axes de glisse- 
ment dans le solide lié aux axes mobiles est un conoY.de 
droit ayant pour plan directeur le plan rectifiant et la 
normale principale pour axe ; on peut même dire que c'est 
un conoïde droit quelconque; R et T peuvent être choisis 
arbitrairement. Les équations (2) en multipliant le premier 
membre haut et bas par a, le second par è, le troisième 
par c et en ajoutant, etc., donneront 

la première de ces équations peut s'écrire 
fia'-^ dh\^ ^ dc'„ 

la droite (2) est parallèle à la plus courte distance de deux 
normales principales infiniment voisines. 

Il résulte de là qu'à toute courbe gauche correspond un 
conoïde. Mais, réciproquement, à un conoïde correspondent 
une infinité de courbes gauches ayant les génératrices de ce 
conoïde pour axes de glissement. En effet, donnons-nous un 
conoïde 

(3) ^ = m\, yi = n, 

L. — Traité d'Analyse, VII. 18 
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m et n désignant des fonctions données de 5; en posant 





m — - 


T 


T«R 


on en déduira 









(4) R^„(,_^), T = «_m(.-^). 

Ce sont les équations intrinsèques de la courbe ; donc, à des 
formes données de m et /i ne correspondra qu'une courbe 
unique; mais, si l'on pose 5= ^{s')^ les équations 

dans lesquelles se transformeront (3) n'en représenteront 
pas moins le conoïde, tandis que la courbe (3) sera modifiée. 



XVIII. — Des normalies. 

Les normalies, comme nous l'avons déjà dit, sont des sur- 
faces gauches qui ont pour génératrices les normales d'une 
surface donnée menées tout le long d'une courbe tracée sur 
cette surface. Toute surface gauche peut être considérée, et 
cela d'une infinité de manières, comme une normalie ; mais il 
est intéressant de considérer les surfaces gauches sous ce 
nouvel aspect. 

Considérons donc une courbe quelconque tracée par le 
point M sur une surface S. Soient toujours a, 6, cr, a\ b\ c\ 
a!\ b" ^ d' les cosinus directeurs de la tangente, de la normale 
principale et de la binormale ; p le rayon de courbure ; T le 
rayon de torsion ; ds Télément d'arc; a, p, y les cosinus direc- 
teurs de la normale à la surface ou de la génératrice de la 
normalie ] x, y^ z les coordonnées du point M. 

Les équations de la normalie seront 

X = a? -H Xa, Y = j^ -h XP, Z = .s -i- Xy. 
Soient rf'f l'angle de deux génératrices de la normalie infi- 
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niment voisines, et l'angle que fait le plan osculateur de la 
courbe avec le plan tangent à la surface. On a 



on en conclut 



aa -h ôp -4- CY = o, 

a'a -+- 6'P -t-c'y = sin6, 
a" CL -f-è^p-f-c'Y = cos6; 



(I) 



a = a'sin6 -f- a^cosô, 

Y = d sinô H- c" cos6. 

Soient 8 la plus courte distance de deux génératrices voi- 
sines, w, ç^, w les cosinus directeurs de cette droite 8, 
on aura 



u = 



do 



Y (il — 1 d^[ 

V = -, ) 



do 



ad^ — ^da 

Çlf z=Z ■ - • 

do 



si alors on appelle o) l'angle que la droite S fait avec la tan- 
gente à la courbe proposée, on aura 



coso) = au -^ bv -¥- cw = 



abc 

a ? Y 
dx d'^ dy 



I 



On conclut de là, en appelant - la torsion géodésique de la 
courbe proposée, 

(2) 

mais on en conclut aussi 



I ds 
g d'^ 



1 



a doL 



cos*to = 



o 



() 



^^ada o ^ do^ 



I 
d^ 



OU 



do^ 



cos*a) = 



{^aé.y 



do^ 
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OU 



sin'tt) = ; — : 



mais 

y ^ a dot = ^^daoi — ^^(x da = — \ — ds = ds ; 

donc 

. . sinîB /dsY 

OU 

/ o \ • \ ds 

(5) sintu = — -7- j 

— désignant la courbure normale; les formules (2) et (3) 

montrent que la torsion géodésique et la courbure normale 

ds 
ont pour résultante la quantité -i-> qui est aussi une sorte de 

courbure. . 

L*angle cj est aussi l'angle que le plan tangent à la surface 
gauche en M fait avec le plan central, en sorte que A, dési- 
gnant la distance du point x, r, z au point central, on a 

(4) \ = k tangw; 

on a d'ailleurs 

ou 

sinO 



A = 



P? 
ou 



_ 1 / ds\^ _ ds . 
"" p.N \d^/ "" d^ 



On a aussi, en vertu de (4)? 



, ds 
k = -r- cosco; 
acs» 
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ainsi 

/ ds . 

(5) ) '^'^ 

\ . ds 
\ k = -r- cosa>: 

— et T ont donc aussi pour résultante la courbure ~ • 



EXERCICES ET NOTES. 

1. Toute surface gauche ayant une série de lignes de courbure 
dans des plans parallèles est un hyperboloïde de révolution. 

(Paul Serret, Théorie géométrique et mécanique 

des lignes à double courbure,) 

2. L'hélicoïde gauche à plan directeur est la seule surface gauche 
dans laquelle les lignes de courbure coupent les génératrices sous 
un angle constant. (^^0 

3. Si, sur une surface gauche, on prend pour lignes coordonnées 
les génératrices ei leurs trajectoires orthogonales, on aura 

\d^) ~ r^ ^ P~^' 
do désignant l'angle de deux génératrices voisines, dii l'arc de tra- 
jectoire, - sa courbure géodésique, —, sa torsion géodésique. 

(0. Bonnet, Journal de l'École Polytechnique, 35® Cahier.) 

4. La formule = -r? démontrée (p. aSi)» prouve que : 1° Si 

p d\L *^ ^ 

une ligne géodésique est ligne de striction, elle coupe les généra- 
trices sous un angle constant; 2° si une ligne géodésique coupe les 
génératrices sous un angle constant, elle est ligne de striction; 3° si 
une ligne de striction coupe les génératrices sous un angle constant, 
elle est géodésique. (0. Bonnet, id.) 

5. Si une surface gauche a pour directrices trois courbes des 
degrés /Mi, m^, m^y elle est du degré 2/^1/712/^3. 

6. Si deux surfaces gauches A, B sont telles que tout le long 
d'une génératrice commune elles se coupent à angle droit, le plan 
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central de A touche B au môme point que le plan central de B 
touche A. (Mannheim.) 

7. Si une surface algébrique contient m génératrices d'un même 
système d'une surface du second ordre, elle contient aussi m géné- 
ratrices de l'autre système. 

(Moutard, voir Poxcelet, Propriétés projectiles, . . .). 

8. On appelle surface réciproque d'une surface gauche la surface 
gauche qui a pour génératrices les plus courtes distances de deux 
génératrices voisines. — Prouver que, si B est la surface réciproque 
de A, A sera la réciproque de B. — Deux surfaces réciproques n'ont 
pas nécessairement la même ligne de striction. 

9. Tout plan mené par une génératrice d'une surface gauche est 
tangent en un point T et normal en un point N; il existe sur la 
génératrice un point 0, tel que ON.OT = const. 

( Ghasles.) 

10. Toute surface gauche du troisième degré contient, outre ses 
génératrices, deux directrices rectilignes dont l'une est double. 
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CHAPITRE VI. 

LA GÉOMÉTRIE DES LIGNES DROITES. 



I. — Les complexes. 

Une ligne droite est définie par quatre paramètres, puisque 
ses équations sous leur forme la plus simple sont 

a? = «3 -h a, 

mais on peut remplacer les paramètres a, a, 6, ^ par six 
autres paramètres, pourvu que Ton ne considère que leurs 
rapports, et qu'ils soient liés entre eux par une relation. 
Voici comment nous choisirons ces six nouveaux paramètres 
que nous appellerons les coordonnées de la droite en ques- 
tion. 

Soient j:, JK) ^ et x' ^ y\ z' les coordonnées de deux points 
de la droite; nos six coordonnées homogènes seront 

X — x\ y — y, z — z' et yz' — zy\ zx' — xz', xy' — yx'\ 
elles sont liées entre elles par la relation identique 

{x — x'){yz' — zy' )-^{y — y'){zx' — xz')-^{z — z){xy — yx') = o. 

Indépendamment de ces six coordonnées cartésiennes, on 
peut aussi considérer six coordonnées tangentielles. Soient 
;, 71, 5J et $', Vî Ç' 'es coordonnées tangentielles de deux 
plans passant par la droite; 

S-$', ^-V, Ï-C, -rX-W, «'-$C, $V-T,$' 

seront les coordonnées tangentielles de la droite; elles se 
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réduisent à quatre par la même méthode que pour les coor- 
données cartésiennes. 
Ceci posé, soit 

(i) F{x — x\y—y\ z — z\yz'—zy\ zx—xz\ xy'—yx') = o 

une équation homogène du degré m entre les coordonnées 
d'une droite; les équations de cette droite renfermeront trois 
paramètres variables et définiront une infinité de droites for- 
mant alors ce que Ton appelle un complexe; (i) est l'équa- 
lion cartésienne du complexe. Un complexe est d'ordre m 
quand son équation est d'ordre m. 

En établissant entre les coordonnées tangentielles d'une 
droite une relation homogène, on définit également un com- 
plexe. Nous allons montrer tout d'abord comment on peut 
passer de l'équation cartésienne à l'équation tangentielle 
d'un complexe. 

On a évidemment 



(A) 



x\ 


■^y\ 


+ -!; 




I, 


x'\ 


■^y-'i 


+^'? 




i. 


xX 


-(->"'■/ 


-t-^C 




I, 


x-X 


+yr/ 


+ ^'C 


— 


i, 



car les plans qui passent par la droite joignant x^ y^ z à 
x\ y ^ z' contiennent ces points; on en tire 

{x — x')\^{y—y')r, ^{z — z')l = o, 

{or-x')^-^{y-y)r;-^{z-z')r; = o: 
donc 

X — x' _ y — y ^ z — z' 



?-r -s-v ç-c 



de même 

(3) 

yz — zy zx — xz xy — yx 

Mais si entre les formules (A) on élimine x et x' , on trouve 

r(r,r-^.')+^(î:r-$ç')=r-5, 
Y'i-^x-Xr:)+z\xx-\K)='^-\\ 



j 
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on en tire, par exemple, par l'élimination de ÇÇ' — ^JJ', 

ou 

T,E — In ; — ; 



z — z' yz—zf 



Les formules (2) et(3) peuvent donc se ramener aux suivantes : 



f .. ^j _ _/ / 



.-r — X y — y z — z yz — zy ^ zx — xz _ xy — yx 

l'équation (i), convertie en coordonnées tangentielles, sera 
donc 

et son degré restera ce qu'il était. 

Si dans l'équation (i) on suppose ûo'y y\ z constants, 
elle représentera un cône de degré m ayant son sommet en 

00', y ^ s', car (i) est homogène en x — ^\ y — y', z — z' 

(puisque yz — zy' =i y — y' z' — z — z' Y)' De même, si 
dans (i his) on suppose ^', V? "Q constants, cette équation 
représentera une enveloppe de droites situées dans un même 
plan, ou, si l'on préfère, une courbe plane de m*'"*® classe. 
Ainsi les droites d'un complexe peuvent être groupées de 
deux manières : i° de manière à donner des cônes du degré m 
tels que chacun des points de l'espace soit le sommet de l'un 
de ces cônes, 2® de manière à donner des droites envelop- 
pant des courbes planes de rrù^^^ classe, telles que chaque 
plan de l'espace contienne une de ces courbes. 



II. — Des congruences ou des faisceanz. 

Les droites communes à deux complexes forment ce que 
l'on appelle un faisceau ou une congruence ; un faisceau 
sera donc représenté par deux équations représentant chacune 
un complexe. 

Le degré ou la classe d'un faisceau est le produit des degrés 
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(les équations des complexes dont il fait partie. Voici la raison 
de celte définition : soient 

Û„i — o, 12,, = o 

les équations de deux complexes de degrés m et /i. Au 
point x\y^ ^ z' passent deux cônes de degrés m et /i, qui se 
coupent suivant/? = mn droites appartenant au faisceau; ce 
sont d^ailleurs les seules droites du faisceau passant en ^')^'w. 
Ainsi les droites d'un faisceau peuvent être distribuées : 

I® En groupes d'un nombre/? fini de droites passant par 
chaque point de l'espace; 

9.° En groupes de p droites situées dans chaque plan de 
l'espace. 

Avant d'étudier les complexes et les faisceaux en général, 
il convient d'étudier les complexes du premier degré et les 
faisceaux auxquels ils donnent lieu par leurs intersections, 
faisceaux qui sont du premier degré ou de la première classe. 



III. — Complexes du premier degré. 
Les équations d'un complexe du premier degré sont 

\ -^Ti(yz''-zy')-^\L{zx'—xz')-^¥{xy—yx') = o 
ou 

^'^"^ I -^D(C'-0+l^(V-T,)-f-F(Ç'-0 = o; 

le cône des droites qui passent par chaque point de Tespace 
est un plan, et la courbe à laquelle sont tangentes les droites 
passant dans un même plan se réduit à un point. Dans un 
complexe du premier degré, chaque point de l'espace corres- 
pond donc à un certain plan et vice versa; nous dirons que 
le point et le plan qui se correspondent sont conjugués. 

Si nous considérons deux points rt et 6 et leurs plans corres- 
pondants, ces plans se couperont suivant une droite x\B; or 
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a A et «B sont des droites du complexe, ainsi que 6 A et 6B : 
donc le plan aKb correspond au point A^ et le plan aB6 au 
point B; ces plans se coupent suivant la droite ab. 

On voit ainsi qu'à une droite ab en correspond une autre 
AB; ces deux droites sont dites conjuguées. 

Toute droite qui rencontre deux droites conjuguées appar- 
tient au complexe; en effet, par cette droite et Tune des droites 
conjuguées A on peut faire passer un plan, qui sera le plan 
conjugué du point où la droite rencontrera la conjuguée de A; 
or toutes les droites de ce plan appartiennent au complexe. 

Deux droites conjuguées n'appartiennent jamais au com- 
plexe, à moins d'être confondues. D'ailleurs toute conjuguée 
d'une droite du complexe se confond avec elle; en effet, pour 
trouver la conjuguée d'une droite, il faut construire l'inter- 
section de deux plans conjugués de deux points de la droite; 
or ici ces deux plans contiennent la droite. Donc, etc. 

IV. — Diamètres et axe d'un complexe du premier degré. 

On appelle diamètre d'un complexe du premier degré le 
lieu des points conjugués d'une série de plans parallèles. 
Si dans l'équation 

du complexe on suppose à x\ y', z' des valeurs déterminées, 
celte équation sera celle du plan conjugué; ses coefficients 

directeurs sont 

A— E^'-4-Fy, 

G — Oy-i-Ea;', 

et si l'on égale leurs rapports à des constantes, on voit que le 
point x' ^ y' ^ 5' décrira une droite; ainsi les diamètres sont des 
droites, les conjuguées des diamètres sont à l'infini et à l'inter- 
section des plans conjugués de leurs divers points; on voit 
aussi que tous les diamètres sont parallèles. 
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Les équations d^un diamètre sont 

A — K^'-^-F/ B-Vx'-^Dz' C — Dr'-hEy 



a 



et Ton déduit de là, en supprimant les termes constants, 

^' _ y _ ^' 

b ~ "E ~ F * 

D, E, F sont les coefficients directeurs de tous les diamètres. 
Pour qu'un plan soit perpendiculaire à son diamètre conjugué, 
il faut que 

A— E^^-hFr' _ B- F.r^-t-Dc^ _ G — Dy -^ Ex' 
^'^ D '~ ~ Ë ~ ^F ' 

ce sont les équations de Taxe. 

Prenons Taxe du complexe pour axe des z^ les équations 
précédentes seront satisfaites pouf a:'=o, r'= o; donc E = o, 
D = o, A = o, B = o, et Ton peut mettre l'équation du com- 
plexe sous la forme 

• k{z — 2' ) = ( xv' — yx' ), 

qui ne change pas quand on fait tourner les axes autour de 

Taxe des z ou quand on les fait glisser le long de cet axe. 

k est le paramètre du complexe et le plan des xy est une 

section principale. 

Calculons le paramètre k\ à cet effet, transformons les 

coordonnées en plaçant l'origine sur l'axe et en prenant l'axe 

du complexe pour axé des 5; D, E, F sont les coefficients 

directeurs de l'axe. Cherchons l'intersection de l'axe avec son 

plan conjugué 

D^'-hEy-hF3' = o; 

les équations (i), combinées avec celle-ci, donnent 

kx'-\-By-^Cz'=o, 

d'où l'on tire les coordonnées d'un point de l'axe 

^^^ BF — Cil ~ CD — AF ~ AE — BD ~ ' 
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les équations (i) donnent 

AD + BE -+• CF _ A — Ez'-hF/ _ 

D2_r-E2H-K2 ~ D 

En tenant compte de (2), on a 

(AD 4-BË-i-CF)D — A(D^+ K^ + F») 
D2 -H E2 H- F2 

= [F(GD— AF)— E(AE~BD)]e 
ou 

6 = 



D2-^E^-hF2' 
donc (2) donne 

,^ BF — CE ,_ CD — AF 

•^ ~ D«-T- Ei-HF2' -^ ~ D2-T-E*-f- F»' ^ ' 

nous appellerons ces valeurs J"o) JKo» ^o- 

Le transport de Torigine en cTo, jKo> ^0 donnera àl'équalion 
du complexe la forme 

\(x-x')-^B{y-y)-^G(z-z') j 

-^ D(yz' — zf) -^ E(zx' — xz') -h F(xy —jx') \ = o 
-+- D[— 70(3 — -')-+- 5o(jK— y )] -h... \ 

ou 

{x — x'){A — EzQ-^Fyo)-^"'-^ D(j2'— 57')-+-. . . = o 
ou 

AD-+-BE^-FG ,,,, ,, .., ,, _,, 

Prenons maintenant pour axe des z l'axe du complexe. Il 
faudra effectuer la transformation 

X = axi -hbyi -f- c^i, x'=' ax\ -h. , ,, 
y = a'xi-hbyi-^ c'zi, y= a'x\-^..., 
z = a'xx-^ b^yi-^- c" Zi, z — a" x\-\-. , .y 

^ où c, c\ c" sont égaux à 

D E F 

y/D2 -h E* -h F* ' y/D2-+-Eî-T-Fî' /D»H-E»-hFs' 
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'^(yiZ\-z,yy){b'c''-c'b'') 
■^{Zix\ — Xxz\ ){c' a" — a' c')\ 

le coefficient de y\z\ — y\^\ dans la formule transformée 
sera alors 



ou 



D(b' c' — c' b")^ Eib' c ^ c' b)-^¥{bc' - cb') 



D E F 
b b' b" 



c c c 



ou encore 



Da-T-Ea'-f-Fa'' = o; 



celui de xy' — yx' sera 



Dc-^Ec'-hFc 



ou 



^Ds_-f- E2 -^ F« 
s/D*-t-Eâ-^F2 



ou enfin 



V^Dï-T- E2-r-F2. 



Le nouveau coefficient de ;? — z' sera 

( D c H- E c' -+- F c" ) ou encore v^D^ -+-' E^^Tî ; 

donc enfin la transformation de coordonnées conduit à la 
formule 

( AD 4- BE -f- CF)(^ — y )ih(D2 -+- E2 4- F2)(iry — 7'^') = G. 

La valeur du paramètre k est donc 



/c = 



AD-f-BE-hCF 
Dî-f-Eî-T-F* 



V. — Classification des complexes du premier degré. 

L'interprétation du coefficient k, que nous avons appelé 
paramètre, se fait ainsi ; on a 



(I) 



xy' — yx'= k{z — z')\ 
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soit 

X — X __ Y — y Z — z 

X — x' y — y ~~ z — z' 

les équations d'une droite du complexe; sa distance 3 à Taxe 
est donnée par la formule suivante, où / est la distance de 
deux points x^y^ z, od ^ y\ z' , 

d'où Ton tire, en vertu de (i), 

^ ^' 

8 = Â: - — — = k cosy? 

Y désignant l'angle que fait la droite avec l'axe. On voit que, 
si 8 reste constant, y reste constant, et, par suite, les droites 
du complexe sont les tangentes à une infinité d'hélices ayant 
pour axes Taxe du complexe. Ces hélices seront sinistrorsuni 
ou dextrorsum suivant que A'^o. Si k était nul, 8 serait 
toujours nul, et les droites du complexe rencontreraient 
toutes Vaxe, 

Ainsi les conditions pour que A' = o, ou pour que toutes 
les droites d'un complexe rencontrent leur axe, sera 

Â- = o ou AD-+-BE-hCF = o, 

d'après la valeur trouvée pour k au numéro précédent. 

VI. — Gongruences du premier degré. 

L'équation des complexes du premier degré contient cinq 
paramètres que l'on peut déterminer en se donnant les coor- 
données de cinq droites du complexe. Le problème ne peut 
devenir indéterminé que si les cinq droites données font 
partie d'une congruence. Supposons qu'il n'en soit pas ainsi, 
le problème sera bien déterminé. 

Ceci posé, en appelant û=o, û':=o les équations de 
deux complexes, Û4-)vÛ'=o sera l'équation générale des 
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complexes contenant la congruence Q = o, Q'= o ; en effel, 
ce complexe sera déterminé par quatre droites de la con- 
gruence et une cinquième droite que Ton se donnera en 
dehors. 

Ceci posé, on peut toujours choisir A de telle sorte que 
Q -h )vÛ'= o ait un paramètre nul; si l'on a 

12 = A (j7 — a.'')-!-.. .-r-D (yz'^ zy)-h . . ., 
12' = X'{x — x") -h , . ,-^ D'(yz' — zf) -^ . . ., 
on aura 

(A-+-XA')(D-t-XD')-+-(B-+-XB)(E-f-XE')-4-(G-^-XG')(F-+-XF) = o, 

équation d'où Ton tirera deux valeurs pour \ à moins que 
Tun des complexes û, Q' ne se réduise déjà à un complexe 
avec un paramètre nul. 

Il résulte de là que, une congruence du premier degré 
étant donnée, on peut toujours la considérer comme apparte- 
nant à deux complexes de paramètres nuls. Les droites com- 
munes à de tels complexes sont assujetties à rencontrer deux 
droites fixes, à savoir les axes de ces complexes. Ainsi : 

Toute congruence du premier degré se compose des 
droites rencontrant deux droites fixes , 



VII. — Complexes du second degré. 

Un complexe du second degré peut être représenté par 
une équation homogène et du second degré en 

X = 37 — x\ Y=j^ — y\ Z = ^ — z\ 

l = yz' — zy\ m = zx' — xz', n = xy' — yx\ 

que nous pourrons mettre sous la forme 

(i) F(/, m, /i)-h2L/-haM/n-h2NAi-f-e(X, Y, Z) = o. 

F est une fonction homogène et du second degré de l, m, n. 
est une fonction homogène du second degré de X, Y, Z, 
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enfin L, M, N sont des fonctions linéaires de X, Y, Z homo- 
gènes. 

Si Ton suppose x\y ^ ^'.constants dans l'équation (i), elle 
représentera un cône du second degré ayant son sommet en 
od ^ y ^ z' , formé de toutes les droites du complexe passant 
en x\ y^ z^ \ exprimons que le cône se réduit à un système 
de deux plans; le lieu des points x\y\ z' pour lesquels cette 
circonstance se présente est ce que Ton appelle une surface 
de Kiimmer, 

La surface de Rummer pour le complexe (i) s'obtiendra en 
exprimant que (i) est une somme de deux carrés, fonctions 
linéaires de X, \, Z. 

A cet effet, décomposons en carrés le premier membre 
de(i), et, pour faciliter le travail, effectuons d'abord un chan- 
gement de coordonnées sans déplacer l'origine. Supposons 
les coordonnées anciennes et nouvelles orthogonales : il est 
facile de s'assurer que x^y^ z, x' , y\ z\ X, Y, Z et /, m, n 
sont transformées parla même substitution, en sorte que l'on 
peut supposer F(/, m, n) de la forme Pi^l- -\- B^m^ + G^/i- 
et écrire l'équation (i) ainsi 

(2) Aî/2-+-B«m2H-G2/i2-f-2AL/-f-2BM/nH-2GN/i-f-e(X, \, Z), 

A, B, G désignant des constantes et L, M, N des fonctions 
linéaires de X, Y, Z. Cette dernière équation peut encore 
s'écrire 

(3) (A^4-L)«4-(B/M-+-M)»-^(C/i-hN)2-hû(X, Y, Z), 

Q désignant une nouvelle fonction homogène et du second 
degré de X, Y, Z. Il s'agit maintenant d'exprimer que cette 
fonction est une somme de deux carrés ou d'écrire que son 
discriminant est nul; cela. ne présente aucune difficulté, les 
termes de la fonction (i) ou (3) étant du second degré en^, 
y^ ^', et le discriminant étant du troisième degré par rapport 
aux coefficients de cette fonction. La surface de Kummer 
sera, en apparence au moins, du sixième degré; mais on peut 
s'assurer que les termes du cinquième et du sixième degré 
Ia, — Traité d* Analyse, \l\. 19 
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soDt nuls; et, en effet, les termes sont indépendants de la 
forme de la fonction ù qui ne contient pas j/, y', z^ , Pour 
évaluer les termes en question, on peut donc supposer û =o 
et se borner à considérer l'expression (3) réduite à 

( A / 4- L)» -f- ( B m 4- M)î -h(G/i -t- N)« ; 

alors son discriminant, étant i par rapport aux quantités 
A/-f- L, Bm 4- M, C/i + N, sera par rapport à X, Y, Z égal 
au carré du déterminant de la substitution 

a7 = A/-i-L, ^ = Bm-T-M, - = Cn-hN. 

Si Ton pose L = aX + |3 Y -h y^^» '^ = °^'X + ?' Y + fZ, 
N = a''X -h P'' Y 4- y"Z, le discriminant cherché sera le carré 
de 



(4) 



a p 4- A 5' Y — ky 

a'—ÏU' p' Y'-hBa;' 

a" -h G/ |3'— Car' y' 



Comme le déterminant 



o 


kz' 


- Aj-' 


B;:' 


o 


Bar' 


Gr' 


Gjf' 


o 



qui forme l'ensemble des termes du troisième degré, est nul, 
il faut en conclure que le déterminant (4) est du deuxième 
degré et que son carré est du quatrième ; donc 

La surface de Kummer est du quatrième degré. 

Cherchons enfin les points x\ y, z' pour lesquels le côue 
du complexe se réduit à deux plans coïncidents. L'expres- 
sion (i) devra alors être un carré parfait; l'équation de la 
surface de Kummer peut se mettre sous la forme 



(5) 



A B" B' 

B' A' B 
B' B A' 



=^0 



ou 



A = o. 
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En appelant 

AX«-4- A'Y2-+- A*Zî-+- 2B YZ -h 2B'XZ -+- 2B'XY 

le premier membre de réquation du complexe (i), les élé- 
ments A, B, ... sont du second degré en ^', y^ z\ et les 
points où le cône se réduit à un plan double sont donnés par 
les formules 

^ — dA __ 

5Â"^' dB""°' 

qui se réduisent à deux équations distinctes du quatrième 
degré en x\ y\ z'; ces équations ont, par suite, i6 solutions, 
et il existe i6 points pour lesquels le cône du complexe se 
réduit à un plan double. Prenons l'un de ces points pour 
origine, on a (t. I, p. i6i) 

.Air àl d\ 






dX âX 

cette formule montre que les termes du degré le moins élevé 
en x', y, zf dans A sont du second degré, puisqu'ils sont du 

premier degré au moins dans les dérivées^? •••; donc. les 

16 points en question sont des points singuliers de la surface 
de Kummer. Ainsi : 

La sur/ace de Kummer a \6 points singuliers qui sont 
les points pour lesquels le cône du complexe se réduit à 
deux plans confondus, 

La transformation par polaires réciproques montre, en 
outre, que : 

La surface de Kummer est de quatrième classe; elle 
a 16 plans tangents singuliers ; elle est V enveloppe des 
plans pour lesquels la conique du complexe se réduit à 
deux points. 

L'équation qui fournit les points singuliers de la surface 
de Kummer est résoluble par radicaux {voir Jordan, Théorie 
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des substitutions, p. 3i3). Voir, pour plus de détails, Pluc- 
KER {Neue Géométrie des Baumes) (c'est dans cet Ouvrage 
que nous avons puisé les théories précédentes), et Kummer 
{Monatsberichte de FAcadémie de Berlin, i864)- 



VIII. — Des congruences en général. — Foyers. 

Considérons les équations 

(1) X=a7-f-Xa, Y=^-4-Xp, Z = 5 -h Xy, 

et supposons que x^ y, -s, \ a, p, y soient fonctions de deux 
paramètres variables [jl, v, X, Y, Z désignant les coordonnées 
courantes, ûo, y^ z les coordonnées d'un point variable et a, 
P, Y trois cosinus directeurs; ces équations représenteront 
une droite variable, ou, si Ton veut, la congruence formée 
de toutes les droites représentées par (i). 

.Soient D une droite de la congruence; 8 la plus courte 
distance de D et d'une droite infiniment voisine D'; A une 
droite perpendiculaire à D et 8 ; ^ la distance du point x^ y^ z 
par lequel nous supposerons que passe D, au pied de la per- 
pendiculaire commune à D et D'. Les formules du § "1 du 
Chapitre précédent donneront, en supposant les droites D et 
D' infiniment voisines, 

^. ^ dx{^d^ — yd^)^dy{-(daL-^d-()-^dz('xd^~^d%) 

(2) 0= -^ , 

(3) rfV2 = rfa2-Ht/p2H-rfY*; 

les cosinus directeurs des droites 



(4) 



D sont a, p, y, 

s sont ^ , ^ , —^ 

doL rfS dy 
^ *°"' dV' dV' dW' 
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le y. du point où 8 rencontre D est donné par la formule 



(5) 



_ dx dct -h dy d^ -^ dz d^ 
dW~^ 



Ces formules étant établies, nous allons voir que : 

Il existe deux points appelés foyers sur D, oà D est 
rencontrée par une droite D' infiniment voisine. 

Pour mettre ces points en évidence, il suffit, dans la for- 
mule (2), de supposer 8 = o, ce qui donne 

(6) dx{ p û?Y — Y d^)-^ dy{^ da — aLdy)-^- dz{oLd^ — p rfa) = o. 

Cette équation est du deuxième degré en rfv et rfix ou plutôt 

en -7-', elle fera connaître deux valeurs de ce rapport et par 

suite deux valeurs de A au moyen de la formule (5), ce qui 
met en évidence l'existence des foyers. 
L'équation (6) peut s'écrire 



a p Y 
doL d^ G?Y 
dx dy dz 



= 0. 



En élevant cette équation au carré et en tenant compte de (5), 
on trouve 

I, o, \arfa? 

o, dW^, A dW^ 

Va^ar, A*^S V^a^î 



= o 



ou 



bien 



ou enfin 



(7) 



K'^ dN^ =^dx^ - rSii dxX 
\/^{^dz-^dyY 
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L'équation (6) exprime que la droite D rencontre une droite 
infiniment voisine; c*est une équation différentielle en v et [x 
qui détermine v en fonction de [jl et d'une constante arbi- 
traire c. Si Ton porle cette valeur dans (i), ces équations ne 
dépendront plus que de u. et de c ; quand on donnera à c une 
valeur déterminée, les droites (i) engendreront une dévelop- 
pable. Les développables qui forment un système double 
[puisque l'équation (6) est du deuxième degré] que l'on 
obtient en faisant varier c sont ce que l'on appelle les rfeVe- 
loppables du faisceau. 
Ainsi : 

Les droites d*une congruence forment deux séries de 
développables, touchées par les droites de la congruence 
en leurs foyers. 

Le lieu des foyers ou des arêtes des développables est une 
surface à deux nappes que l'on appelle la surface focale. 

La surface focale est touchée en deux points par chaque 
droite de la congruence ; oq obtiendra son équation en rem- 
plaçant \ dans (i) par la valeur (7) de A et en éliminant 
ensuite X, [x et v entre les équations. 

La surface focale pourra se composer soit de deux sur- 
faces distinctes, soit de deux nappes appartenant à une 
même surface. Les développables ne sont pas, en général, 
tangentes aux focales; mais, quand cela a lieu, leurs arêtes 
de rebroussement sont des asymptotiques des focales, car 
leurs plans osculateurs sont tangents aux focales. 

Les plans focaux d'une congruence sont les plans tan- 
gents aux développables du faisceau. Il en passe deux par 
chaque génératrice ; ils sont osculateurs aux arêtes de rebrous- 
sement des développables. 

Pour trouver les plans focaux qui passent par la droite (i), 
nous observerons que, les plans devant passer par x^ y^ Zj 
leurs équations seront de ta forme 

A(X — a?)-4- B(Y — ^) -+- G(Z — ^) = o; 



LA GÉOMÉTRIE DES LIGNES DROITES. 2^0 

un plan focal étant parallèle aux directions a, p, y et a4- rfa, 
^ + rfp, Y -I- rfy, on devra avoir 

Aa -+- ep -4-Cy =0, 

et, par suite, un plan focal aura pour équation 

1 o = (X-.r)(p6?Y-Ï^P)H^(Y-7)(Trf«-a6rY) 
j -t-(Z-^)(ac?? — pc/a), 

et d'ailleurs la droite qui a pour coefficients directeurs 
a-hrfa, ^ H- rfj3, Y + rfy doit rencontrer (i); pour cette 
droite on doit donc avoir = 0, ou 

(6) û?a?(p ^Y — T ^P)-+- ^^(ï û?a — a e/y) -+- û?^(arfp — Pû?a) = 0; 

t 

cette équation détermine -^r- et, par suite, l'équation (8). 

Comme -^ a deux valeurs, l'équation (8) fournira bien les 

deux plans focaux. 

D'après ce qui précède, on voit qu'w/îe congruence se 
compose de toutes les droites tangentes à deux surfaces 
dites focales. Réciproquement, les tangentes communes à 
deux surfaces engendrent une congruence, et ces deux 
surfaces peuvent être choisies arbitrairement. 

Les tangentes à un faisceau de courbes tracées sur une 
surface engendrent aussi une congruence, de même que 
toutes les droites d'une congruence sont tangentes à des 
courbes qui sont les arêtes de rebroussement des dévelop- 
pables de la congruence, toutes situées sur la surface focale 
et formant un réseau sur cette surface. 

Si l^on considère les arêtes de rebroussement d^une 
série de développables d^une congruence, ces courbes sont 
conjuguées, sur la focale qui les contient, des traces des 
développables de Vautre série sur la même focale. 

En effet, soit [x = const. l'équation des arêtes de rebrous- 
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sèment de la première série de développables, sur la focale 
qui est leur lieu, v = const. l'équation des traces de l'autre 
série de développables sur la même focale. Prenons [jl et v 
pour variables, les équations de la congruence seront 






■•-y^'t' 



Z = ^ -h À -3-- 



Si Ton écrit que cette droite rencontre la droite infinimenr 
voisine représentée par les équations 

_, dx , d\ dx , ^ d^x , 

X = X -h -r- dit. -^ --rfULH-À T- auL, . . . , 



on aura 



d^x d^y d^z 



dx ây âz 

âii â\L d\i 

dx ây dz 

dv dv d^ 



= 0, 



ce qui exprime bien que [x = const. et v = const. sont des 
courbes conjuguées. 

IX. — Points principaux. •— Point moyen. 



jNous pouvons regardera, y, z comme fonctions de a, p, y, 
ces dernières variables étant reliées par la relation 



aî-i-pî 



rî — 



i; 



la quantité A qui mesure la distance du point rr, y, 
droite (i) est donnée par la formule 



z à la 



ou bien 



A=: 



_ doL dx -\- d^ dy -\- dy dz 

dsr^ 



^r^ / Qjf* Ôtj dx \ 

^d^i^^ da + ^ d^ + ~ d-^^ 



dS^ 
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c'est-à-dire 



A = 



d.2^^^d?d^(^^'^y... 



dV^ 



Si nous posons 

dw " ' dy~^' é^v - " 

nous aurons 

(9) ' a'2 + p'2 + .^'2 :^ , , 

(10) aa'-f- pp'-l- yy' = o 

el 

Gherckons le maximum et le minimum de A quand on fait 
varier a', P', y'; à cet effet, égalons à zéro les dérivées de 



nous aurons 



•■('-ë)-jKi-i; 



1 , fax dz\ i __ 

2 ' \<^Y ^*/ "^ ^ * 

Si l'on multiplie la première de ces formules par a', la seconde 
par P', la troisième par y' et si l'on ajoute, on trouve, en 
vertu de (9), (10) et (11), p = — A; alors l'élimination de 
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a', p', y, - entre ces équations et (lo) donne 



(i3) 



dx 



1 /dx 






I /dx 

2 Wt 




I /dz 
i\doL 









\ (ày dz 






o 



= o. 



On démontre sans peine que cette équation en A a deux 
racines (t. II, p. 427) qui sont réelles, mais qui peuvent être 
égales, et comme A n'est pas généralement infini, on en con- 
clut que la plus courte distance 8 d'une génératrice D aux 
génératrices voisines ne peut se mesurer qu'entre deux points 
en général distincts et situés à distance finie; ces deux points 
sont les points principaux de la génératrice D. Le lieu de 
ces points se compose de deux nappes qui forment la surface 
principale de la congruence. 

Les points principaux une fois connus, les équations (10) 
et (12), qui sont du premier degré, fourniront a', P', y', <r. 
En vertu des formules (4), a', p\ y' sont les cosinus directeurs 
des droites A perpendiculaires à D et à 8 menées par les points 
principaux. Ces droites sont les normales aux plans passant 
par D et les plus courtes distances 8 extrêmes menées par 
les points principaux, plans que l'on a appelés principaux. 

Les plans principaux sont orthogonaux. C'est ce que 
Ton vérifie bien facilement, en désignant par a'^, ^', , y'^, A^ 
les valeurs de a', P', y', A, en l'un des points principaux, ces 
valeurs étant toujours désignées par a', P', y^, A en l'autre; 
en multipliant alors les équations (12) par a^, P'^, y'^, en les 
ajoutant, puis en permutant les lettres portant l'indice avec 
celles qui ne le portent pas et retranchant les résultats, on 
trouve 






ce qui montre que, si A^A', c'est-à-dire si les points prin- 
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cipaux ne sont pas confondus, les plans principaux sont 
rectangulaires. c. q. f. d. 

Nous reviendrons plus loin sur le cas où A = oo. 

On appelle point moyen d'une génératrice le milieu de 
l'intervalle compris entre les points principaux; on appelle 
plan moyen d'une génératrice le plan mené par le point 
moyen perpendiculairement à cette génératrice. Enfin, on 
appelle surface moyenne et enveloppée moyenne d'une 
congruence le lieu des points moyens et l'enveloppe des 
plans moyens. 

Prenons maintenant pour plans de coordonnées les plans 
principaux et le plan moyen de la génératrice D, qui sera 
prise pour axe des Zy on aura x =y = ^ = o, a = o, p = o, 
Y=:i, et, en vertu de aa'+ pp'+yY'= o, on aura y'=o, 
a'2-H ^'^z=zi. Dans les équations (12), p est égal à l'une des 
valeurs de A changée de signe. Si donc on appelle 2/? la 
distance des points principaux, p devra être remplacé par 
±p et les deux premières équations (12) deviendront 



•■(ÏH-iK 



dx ây\ 



or a', P', y sont les coefficients directeurs des plans princi- 
paux : donc ces plans principaux ayant été pris pour plans 
de coordonnées, ces formules doivent être satisfaites pour 
a'== o, p'= I et pour a'= i, P'= o, ce qui donne 

dx dy âx , ày , 

Péquation (i3) devient 

, /dx dy\ I /dx dy\^ dx dy 

A devant avoir deux valeurs égales et de signes contraires, 
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à — *" ^ ^^^^ ^^^^ ^^^^ ^^ P^'^' donc poser 
(.4) T^—T.-^' 



!dx __ ày _^ 



Les équations (5) et (6)^ qui font counaître les foyers, 
deviennent alors 

ou, en vertu de (i4)> 

y(p'«H-a'2)— 2/?a'p' = o ou q — ipa'^'=o; 
on tire de là 

A = ifc //?=« — q^. 

En appelant alors 2/ la distance des foyers, on a donc 

et 1 on voit que 

Les foyers sont à égale distance du point moyen. 

Théorème de Sturm. — Les droites voisines d^une con- 
gruence D rencontrent deux droites fixes. {Comptes 
rendus, i®"" semestre i845.) 

Ceci doit avoir lieu a priori, car toute congruence peut 
être considérée comme étant du premier degré, quand on 
fait varier très peu les paramètres dont elle dépend, et Ton 
a vu que toutes les génératrices d'une congruence du pre- 
mier degré rencontraient deux droites fixes. 
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Nous allons vérifier cette conclusion. Les droites voisines 
de D ont pour équations 

X — X — dx _ Y — y — dy __ Z — z — dz 
et, si l'on particularise les axes comme tout à Theure, 

X — (p^'^q^')dW __ \-^{qaL'^p^')dW _ Z dW 
ol' - p' -~T" 

Si Ton écrit ces équations ainsi # 

on voit que la droite représentée par ces équations rencontre 
la droite 

^'^^ X- -^a'-/>P'H-P'Zo' ^~^'' 

qui sera fixe, si l'on a 

p-\-Zo g 



(16) 



— g Zo~/> 

OU 

Zo = ± s/p^ - g^ = ±/. 

Les droites en question se trouvent donc dans des plans paral- 
lèles au plan moyen et passent par les foyers. Les coefficients 
angulaires des projections de ces droites sur le plan moyen 
sont donnés par la formule (16), où Ton doit remplacer Zo 
par — /et par -h/. Nous donnerons à ces droites le nom de 
droites focales. 

Les droites focales sont contenues dans les plans focaux. 

En effet, l'équation (8) montre que les coefficients direc- 
teurs des plans focaux sont 

ou, dans le système particulier de coordonnées adopté en 
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dernier Heu, — P', a', o; a' et ^' étant d'ailleurs liés par la 
relation (6), qui devient 

et qui donne 

a' = --- \/p-^q -+- — ^ \/p — q, 
7.sjp i^p 

i\/p 'i.sjp 

Les équations des plan^ focaux sont donc 

Y _ — q _ p± v//?* — 9* 

et, si l'on observe que les deux membres de (16) donnent 

pour Zo=^\/p'^ — q"^ les coefficients angulaires des droites 
focales, on voit que ces droites sont contenues dans les plans 
focaux. 

y 

Le produit des deux valeurs précédentes de ;^ est égal à i ; 
on en conclut que : * 

Les plans focaux sont également inclinés sur les plans 
principaux. 

On appelle surface élémentaire d'une congruence une 
surface gauche dont toutes les génératrices font partie de la 
congruence. 

Toutes les surfaces élémentaires qui ont une généra- 
trice commune ont deux plans tangents communs qui 
sont les plans focaux de cette génératrice, car les droites 
focales sont tangentes à toutes ces surfaces. 

« 

X. — Générations singulières. 

Les théories exposées ci-dessus tombent en défaut lorsque 
la génératrice D est telle que l'on puisse avoir rfv = o, ou 
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Cette relation ne peut avoir lieu que si rfa = rf{3 = rfy = o, 
équations qui se réduisent à deux, puisque 

ces deux équations sont 



d% 



a\i. -i — — f/v = o, -y- d\i. -T- -f a V = o : 



elles "ne peuvent avoir lieu en même temps que si l'on a 



(i) 



c'iî^, V) 



= o. 



Cette équation établit une relation entre [xetv; les équations 
de la droite D ne renferment plus qu'un paramètre, et les 
droites pour lesquelles rfv peut s'annuler forment une surface. 
Les droites en question sont les droites singulières ; leur lieu 
est la surface singulière de la congruence. 

Considérons une droite singulière; pour que rfV soit nul, 
il faut que 

-— dit. -h -— rfv = o, 
dix ' av 

ce qui détermine Ja situation de la génératrice faisant avec 
celle-ci l'angle nul. Les foyers sont toujours déterminés par 
l'équation 



d'x dx -f d^ dy -h rfy ^'^ _ 
d%^ ^ d^'^ -^ d-f ~' ' 



en posant 

dx{^d'^—'^d^)-^dy{^dri-~OLd^[)-^dz{oL d^ — 3â?a) = o 



ou 



dx dy dz 
dy. d^ <5?Y 

a ? Y 



= o: 



d% 



mais, en vertu de (i), rfa, t/p, rfy sont proportionnels à -t-> 
-pj -p» en sorte que l'équation précédente se réduit à une 
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équation du premier degré en d\L et rfv, et à l'équation 

da , àa , 

-— au. -h — - av = o. 

La première équation fournit un foyer, la seconde fournit 
pour A une valeur infinie; donc : 

Les droites singulières n'ont qu'un. foyer; Vautre foyer 
est à r infini. 

T 1, ^ t r ' àoL d8 dOL d3 

Lorsque 1 on a a la lois -p = o, j- = o, -r- = o, -^ = o, 

la droite correspondante est encore singulière, mais elle est 
parallèle à toutes les droites voisines et les deux foyers sont 
à rinfini. 

XI. — Gongrnences harmoniques. 

Une congruence est harmonique par rapport à une'surface 
quand ses développables déterminent sur cette surface des 
sections formant un réseau de lignes conjuguées. 

Considérons sur deux surf aces s et s' , comme correspon- 
dants, les points où les plans tangents sont parallèles ; les 
droites joignant deux points correspondants de deux sur- 
faces s et s' forment une congruence harmonique. 

En effet, soient x^ y, z et x' , y\ z' les coordonnées de deux 
points correspondants ; on peut représenter les deux surfaces 
par des équations telles que 

Soient a, p, y les coefficients directeurs du plan tangent en 
X, y, z ou en x\y\ z'] on doit avoir 

dx ^ dy dz 

(0 { 

^ ^ dx' ^ dy' dz' 
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et deux autres équations obtenues en changeant X en [jl. Expri- 
mons que la droite qui joint un point à son correspondant 

rencontre la droite voisine menée par les points 



àx _^ dy ,, 



dl 



dl 



dz 
dX 



dl 



et 



x'-\-^d\, y'-^-^àl, z'-{--^d\ 
dl ^ -^ dl ^ dl 



correspondants sur les lignes coordonnées [jl = const., nous 

aurons 

dx dx dx' 



dl dl dl 



X — X 



• • • • • • 



• • • • 



— o 



ou, plus simplement, 



(2) 



dx dx' 



X — X 



dy dy 
dl dl ^ 



-y 



^ d^ 



z — z' 



= 0. 



De (i) on tire 



(3) 



a : 



dy 
dl 



dz 
dl 

.dz[ 
dl 



-p: 



dz 


dx 




dl 


dl 




dz' 


dx' 


= ï: 


dl 


dl 





dx 
dl 


ày 

dl 


dx' 


dy 



dl dl 



portant les valeurs de a, p, y à la place des déterminants qui 
leur sont proportionnels dans (a), nous aurons 

(a? — a:')a -H O' — y)p -h (2 — V)y = o, 

équation absurde, puisque la normale n^est pas en général 

perpendiculaire à la droite qui joint les points correspon- 

L. — Traité d'Analyse, VIL 20 
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dants. Ceci prouve que les formules (3) n'ont pas lieu; en 
d'autres termes, que les déterminants qui y figurent sont nuls. 

Ainsi l'on a 

dx ^ dx' dy ^ dy' dz ^ dz' ^ 

en appelant u chacun de ces rapports égaux, on aura 

dx dx' 

on aurait d'une façon analogue 

dx dx' 

dix dix 

On tire de ces équations, en différentiant par rapport à X et u, 



d^x 
dldix 

d^x 



u 



= V 



d^x' 
dïd^ 

d^x' 



dx' du 
~d\ d^' 

dx' dv 



d\ d[L d\ d[L d\L d\ 



d'où, par soustraction. 



(w-p) 



du dx' dv dx' 



d^x' 



àX d(JL d[i d\ dl d^i 



= o. 



Comme m^p, sans quoi x et x\ y et y\ z et :^ ne différe- 
raient que par des constantes, on déduit de cette équation et 
de ses analogues 

d'^x' d'^y' d^z* 



d\ d\L d\ d\L d\ d\L 

d^ dy_ d_z!_ 

d\L d\L d}ï. 

dx' dy dz' 

~dX Ik dX 



^o, 



ce qui prouve que les développables de la congruence cou- 
pent le lieu des points x',y, z' suivant des courbes conju- 
guées, ce qui démontre le théorème énoncé. 
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XII. — Da faisceau des normales à une surface. 

Un faisceau, contrairement à ce que Ton pourrait croire 
au premier abord, n'a pas en général ses droites normales à 
une même àurface. Soient, en effet, a, p, y les cosinus direc- 
teurs d'une droite du faisceau, oc^ y^ z les coordonnées d'un 
point de cette droite; s'il existe une surface ayant pour nor- 
males les droites du faisceau, on pourra désigner par X, Y, Z 
les coordonnées du point où la droite que nous considérons 
rencontre la surface; si l'on appelle alors p la distance des 
points x^yy z et X, Y, Z, on aura 

I X = 0? -h pa, 
(I) Y=7 + p.3, 

f Z =^ -h-PY; 

on peut supposer que les points x^ y, z se trouvant, eux 
aussi, sur une surface par laquelle on a coupé le faisceau, la 
position du point x^ y^ z déterminera chaque droite du fais- 
ceau, en sorte que X, Y, Z, x^ y, z, p, a, p, y pourront être 
considérés comme des fonctions de deux variables que nous 
appellerons X et [jl et qui pourront être, soit x ety, soit deux 
coordonnées curvilignes quelconques relatives à la surface, 
lieu des points x, y, z, 

Différentions les équations (i), nous aurons 

i<f X = dx ~\- p doL -i- a dpf 
dY = dy-hpd^-i-^ dp, 
dZ = <f z -I- p <f Y H- Y ^? î 

pour que la surface normale existe réellement, il faut que 

l'on ait 

a û?X -f. p cTï -H Y û?Z = o, 

et cette condition est suffisante. Multiplions alors les for- 
mules (2) respectivement par a, p, y et ajoutons-les, nous 
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aurons, en observant que a^ -j- p^ _|_ ^2 ^gt égal à un, 

o = adx -^ ^ dy -h ^ dz -^^ dp 



ou bien 



— dp = adx -^^ dy-h*^ dz; 



SI nous posons 



dx f. dy ôz ^ 

dx Q dy dz __ 

l'équation précédente deviendra 

— dp — Gdk-hYi dyi, 

et l'on voit que p n'existera, et par suite que X, Y, Z n'exis- 
teront que si l'expression G rfX + H rfjx est une différentielle 
exacte. 

L'expression précédente ne sera une différentielle exacte 

que si 

dG dH_ 

ce que l'on peut écrire 

dx ôa dx doL dy d^ dy d^ dz d-^ dz dy 
^^5X^~^5X àX dïî~~ dyL d\ àk dïk~' dïl à\ 

Réciproquement, quand cette équation aura lieu, on pourra 
calculer p à une constante près, et il existera une infinité de 
surfaces normales au faisceau el parallèles entre elles. 

Prenons une génératrice du faisceau pour axe des z et 
faisons X = a, jji rz= p, ^ = o, la relation (3) prendra la forme 

(p- 299) 



= 0. 



dx dy 



donc : 



1° Les points principaux et les foyers sont confondus ; 
2" Les plans focaux faisant V angle cp a^ec les plans 
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principaux, on a 2Rtangcp = oo, et, par suite, les plans 
focaux et les plans principaux sont confondus; 

3*^ Donc les plans focaux sont rectangulaires ; 

4" Donc les développahles du faisceau sont orthogo- 
nales; 

5® Donc les droites focales sont rectangulaires et situées 
dans les plans focaux. 

Réciproquement, toutes ces conditions supposent q =zo; 
elles sont donc nécessaires et suffisantes pour que la sur- 
face normale existe. 

Il résulte de là que les normales à une même surface for- 
ment deux systèmes de développables qui découpent la sur- 
face suivant des courbes qui ne sont autres que les lignes de 
courbure. Ces développables sont orthogonales et leurs arêtes 
de rebroussement forment les surfaces focales du faisceau. 
Ces surfaces focales sont évidemment les lieux des centres de 
courbure principaux de la surface, car le point où deux 
normales infiniment voisines se rencontrent est, ou peut être 
considéré comme le point de rencontre de deux normales 
infiniment voisines de la section normale principale. 

Enfin les normales à une surface forment une congruence 
harmonique par rapport à cette surface. Les lieux des 
centres de courbure principaux sont donc touchés par les 
normales de la surface. 

Il est facile de prouver que les arêtes de rebroussement des 
normalies développables sont des géodésiques des surfaces, 
lieux des centres de courbure principaux de la surface pro- 
posée. Gela résulte du théorème suivant : 

Théorème. — Toutes les fois que les tangentes à des 
courbes tracées sur une surface et formant une famille 
sont normales à une même surface, ces courbes sont géo- 
désiques. 

En effet, si Ton suppose dans les équations (i) que a, p, y 
soient les cosinus directeurs des tangentes aux courbes 
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)s = const. d'une surface sur* laquelle on a tracé deux sys- 
tèmes de lignes coordonnées X = const., [x = const., les 
équations (i) pourront s'écrire 

(4) X =X-i- p -— : -r-, . .., 

en emploj'ant les notations du Chapitre IIL La formule (3)^ 
qui exprime que la surface normale existe, prend alors la 
forme 

I /dx d^x dy d^y àz à^z\ 
^ V^ ^ "^ SX ^ "^ ^ J^^) 

1 Idxàx dy dy dz dz \ dM 



\ /dx d^x dy d^y dz d^z \ 
i/M \^[^ Sx oifi S{JL dXdii d[L âlô[i./ 

I r/dxY /dyY /dz\ndM 



aM 



c'est-à-dire 



I /dR _ 1 ^\ 



R dM I dM 


ï dM 

2 y/M ^^ 


— 


I dM R dM 

2 ()X 2M C^fJt ~~ * 







ou 

dix 

Cette équation, comme nous l'avons vu (p. ii3), exprime 
précisément que les lignes 'k= const. sont des lignes géodé- 
siques de la surface auxquelles sont tangentes les droites du 
faisceau. 

Il résulte de cette analyse que l'on peuttoujours se donner 
l'un des lieux des centres de courbure d'une surface; la sur- 
face elle-même est indéterminée, ainsi que l'autre lieu de ses 
centres de courbure. Pour trouver l'une des solutions que 
comporte cette question, on tracera sur la surface donnée 
un faisceau de géodésiques; leurs tangentes seront normales 
à la surface cherchée. Le faisceau de ces tangentes détermine 
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en même temps l'autre surface des centres de courbure qui 
est une de ses focales. 

Ainsi une surface est déterminée, mais incomplètement, 
quand on se donne l'un des lieux de ses centres de courbure 
principaux ; mais on ne peut pas se donner a priori les deux 
lieux de ses centres de courbure principaux, parce que les 
tangentes communes à deux surfaces quelconques ne forment 
pas nécessairement un faisceau normal à une même surface. 

Nous avons vu d'ailleurs que, d'un point quelconque de 
l'espace, on voyait les surfaces lieux des centres de courbure 
principaux se couper à angles droits, et cela même prouve 
une fois de plus que ces surfaces ne sauraient être quel- 
conques (t. 11, p. 446). 



XIII. — Quelques surfaces élémentaires du faisceau des normales 

à une surface. 

Les surfaces élémentaires du faisceau des normales à une 
surface qui ont pour directrices les lignes de courbure sont, 
comme l'on sait, les normalies développables; nous n'avops 
rien à en dire de nouveau. 

Considérons maintenant les surfaces élémentaires ou nor- 
malies qui ont pour directrices les asymptotiques; les géné- 
ratrices d'une de ces normalies sont les binormales d'une 
ligne asymptotique; or, la plus courte distance de deux 
binormales à une courbe infiniment voisines est la tangente 
à cette courbe. Donc les lignes de striction des normalies 
qui nous occupent sont précisément les asymptotiques 
elles-mêmes. 

La ligne de striction de la normalie est une ligne géo* 
désique de cette surface, puisque son plan osculateur lui 
est normal. 

On appelle, d'après Bour, surface réciproque d'une sur- 
face gauche le lieu des plus courtes distances de deux géné- 
ratrices infiniment voisines. 
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Les surfaces réciproques des normalies qui passent par 
les asympto tiques d^une surface sont développables. 

En effet, les plus courtes distances en question sont les 
tangentes aux asymptotiques. 

Réciproquement, si la surface réciproque d^une surface 
gauche est déçeloppable, la ligne de striction de cette 
surface sera une asympto tique. 

En effet, la ligne de striction sera l'arête de rebroussement 
de la surface réciproque, et son plan osculateur sera tangent 
à la surface. 

Considérons maintenant une normalie ayant pour direc- 
trice une géodésique, la génératrice de la normalie sera la 
normale principale de la géodésique considérée; nous serons 
alors en présence d'une surface gauche lieu des normales 
principales d'une courbe. Donc (p. 266) la géodésique 
directrice de la normalie sera une asymptotique de cette 
normalie. 

Le \ du point central compté à partir de la surface pro- 
posée sera donné (p. 267) par la formule 

T et p désignant la torsion et la courbure de la géodésique 
directrice considérée. 



XIV. — Théorème de Dupin. 

Par un point M d'une surface faisons passer trois axes 
rectangulaires, à savoir la normale à la surface qui sera axe 
des z et deux axes tangents aux lignes coordonnées passant 
en M; soient a, 6, c, a! ^ 6', c', a'^, V\ c" les neuf cosinus 
servant à passer de ces axes aux axes de coordonnées. 

Par chaque point M imaginons une droite ayant pour lon- 
gitude et colatitude par rapport aux axes passant en M les 
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angles A et 8; les cosinus directeurs de cette droite seront 

asin6 cosij' H- a'sinô sini}' H- a"cos6 = a, 
b sin6 cosi}; -t- b' sin6 sini)^ -\- b" cos9 = p, 
c sin6 cos<!^ H- c' sinô sintj; -î- c" cos6 = y. 

Pour que cette droite dans toutes ses positions soit normale 
à une même surface, il faut et il suffit que, en appelant x^y^ z 
les coordonnées du point M, l'expression 

a dx -h p dy -\-^dz 

soit une différentielle exacte; or, en supposant le ds de la 
surface mis sous la forme 

on a 

dx = a^hdl -^ a' /M <f [jl, 
dy=^bs/LdX-\-b*^E d\L, 
dz = c /L dX -t- c' /m d\L, 

L'expression ol dx -\- ^ dy -^ ^ dz devient alors 

y/L sin cos 4» <3?X -i- /M sin 6 sin 4» û?[x, 

et, pour que la surface normale existe, il faut et il suffit que 
Ton ait 

(i) Y (y/L sinô cost};) = ^ (v/ÂÏ sinO sin^;). 

Celte relation ne dépend que de L et M ; donc, si Ton déforme 
la surface M en conservant les directrices <]>, 9 de manière 
qu'elles restent applicables sur elles-mêmes, les droites i^^ 
6 resteront normales à une même surface. 

Maintenant changeons sinO en k sinO, k désignant un coef- 
ficient constant, il est clair que la relation (i) subsistera; mais 
on peut alors supposer que les droites if, sont des rayons 
lumineux, que la surface lieu des points M est une surface 
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de séparation de deux milieux, l'indice de réfraction étant A'. 
On peut donc dire que : 

Si des rayons lumineux sont normaux à une même 
surface, ils restent normaux à une même surface après 
s'être réfléchis ou réfractés sur une même surface sépa- 
rant deux milieux. 

Ce théorème est de Dupin; la démonstration précédente 
est de Laguerre. 

La formule (i) met encore ce fait en évidence : 

Les tangentes à un système de géodésiques d'une même 
surface sont normales à une même surface. 

En effet, supposons que \ = const. soient des géodésiques, 

y/M sera fonction de [jl seul, on aura 9= -> ^j;= -, et par 
suite l'équation (t) se réduira à o = o. 



XV. — Gongrnences isotropes. 

Soit D une droite d'une congruence et S une surface de 
référence quelconque ; menons à S un plan tangent perpen- 
diculaire à D, il touchera cette surface en un point où nous 
placerons l'origine d'axes instantanés rectangulaires; nous 
supposerons les axes des Ç et des t\ tangents aux lignes de 
courbure de la surface S : l'axe des ^ sera naturellement dirigé 
suivant la normale; Ç, v^, ^ désigneront alors les coordonnées 
d'un point A quelconque de la droite D. 

Les projections du^ dç du déplacement du point A sur les 
axes instantanés sont données par les formules (p. 173), où 
l'on fait r = o, 

^^^ I dv =A'dX-t-B'dii-i-Ci:dii] 
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dans ces formules, 



3i5 



à^ 2/LM ^V- 

« = ?- 



A'=^- 



7) dU 
uy/LM ^>^ 



$ 



(^) 



^>^ 2 y/LM ^[^ 

2 y/LM ^>^ ' 






G = 



G' = 



Ly/M 

m 
My/L 



Commençons par chercher les foyers et les plans focaux; à 
cet effet, nous emploierons l'artifice suivant : considérons une 
surface élémentaire passant par D ; appelons to l'angle que le 
plan tangent à cette surface fait avec le plan des !JÇ le long 
de la droite D, on aura 



(3) 



tangu)= -^ = 



dv A'^-+-B'^(x-hG'ÇrffjL 



du A <a?X -+- B ûf fi -H G C <iX 



Si nous observons que toutes les surfaces élémentaires ont 
(p. 294) même plan tangent au foyer, nous obtiendrons les Ç 
des foyers en exprimant que tangto ne dépend pas du rap- 
port tA : rf[x, ce qui donne 



A' 



B 



A-t-GÇ 

ou, en appelant Z l'ordonnée Ç du foyer donnée par cette 
équation, 

(4) GG'Z«-+-Z(AG'-hGB')-f.AB'— BA' = o; 

d'ailleurs la formule (3) donnera, pour l'angle o) que fait un 
plan focal avec le plan des $JJ, 

A' B'-kG'Z 



tangui 



GZ 



B 
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réiiminalion de Z donne 

BC tangî w — tang(i)(B'C — AC) — A'C = o. 

On voit que, en appelant Zi et Za les Ç des foyers, o), et CO2 
les angles que les plans focaux font avec le plan des c$, 
on aura 

ZiZ2=^ g^p , tangw,tanga>j= ^^ • 

On appelle congruences isotropes celles dont les plans 
focaux sont isotropes; pour que la congruence que nous 
considérons soit isotrope, il faut que Ton ait tang^ w -f- 1 = o : 
il faut donc que 

(5) B'C^AG'--o, BG-+-A'G' = o. 

Nous allons maintenant particulariser la surface de réfé- 
rence : nous supposerons que celte surface soit la sphère 

(6) x^ -h y^ -^ z^ = a^ 

et que la droite D soit dans le plan des Î^Ç, alors tj =0. En 
différentiant (6) deux fois, on a 



2 



dx 



2'S*2(S)'=- 



mais on a aussi 



(9) 2^^ ^^' 



dx 



^^ (^)» (7) ^t (9) ^^ ^^^^ (P- 88) 



X a 



^K ^ __ ^ ^ " /l-M 
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et (8), par rélimination de x, y^ z, donne 



y/LM 
ou 



al 

-+- L =0 



, L v/LM m v/LM 
l = > m = 



a a 



de sorte que, en remplaçant A, B, ... par leurs valeurs (2), 
les équations (5) deviennent 



-T- ^L -—= — i/m = o 

et, en simplifiant, 



:0, 



Ces deux équations donnent, en intégrant, 

$ = y/M = y/L. 

Il en résulte : 

1° Que les lignes coordonnées sur la sphère sont telles 
que le ds y est de la forme 

et le réseau des lignes coordonnées est isométrique ; 

2° Que, pour avoir une congruence isotrope, il suffit de 
tracer sur une sphère un réseau isométrique, de mener 
des tangentes à chaque ligne coordonnée, de prendre à 
partir du point de contact sur cette tangente une lon- 
gueur égale à h. et de mener par l'extrémité du segment 
ainsi formé une parallèle au rayon de la sphère qui 
passe par son origine; les parallèles en question forment 
une congruence isotrope» 
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La recherche des congruences isotropes est ainsi ramenée 
à celle des réseaux isométriques sur la sphère. 

Ce beau- théorème est de M. Ribaucour (^Etude sur les 
élassoideSj 1881, Mémoire couronné par rAcadémie de 
Bruxelles). 

Prenons maintenant pour surface de référence l'enveloppée 
moyenne de la congruence que nous supposons toujours iso- 
trope, nous aurons, comme plus haut, 

B'G — AC = 0, BG -f- A' G' = o, 

et, comme les Ç des foyers de la droite D doivent être égaux 

et de signes contraires, en appelant Z l'un d'eux, on devra 

avoir 

AB'— BA' 



AG'-f-GB' = o, Z« = 



GG' 



Or G et C ne peuvent pas être nuls, sans quoi les lignes coor- 
données seraient des asymptotiques (/et m sont nuls avec 
C et C')^ il faut donc, pour que les équations précédentes 
aient lieu, que 

A=o, B' = o, BGh-A'G' = o, 

_BA/B^_A2 
^ ~ G' G ~ G'2 "■ G* 



ou 



Ces équations, en vertu de (2), reviennent aux suivantes : 

(fo) -i = — i/L — t 

(11) —•= — />! )=-^, 



(12) 



(i3) 



d^ _ TQ àM. __ mZ 



dr\ 
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Si l'on différentie (lo) par rapport à [jl et que Ton remplace 



-p par sa valeur (ï i), si l'on différentie (12) par rapport à X 

en remplaçant ^ par sa valeur (i 3), si enfin on retranche les 

résultats l'un de l'autre, on aura, en ayant égard aux for- 
mules ((12)) de M. Codazzi (p. 174)? 

on trouve d'une manière semblable 

My/L âZ 



« = - 



m d[i 



Si l'on remplace ^ et r\ par ces valeurs dans (10) et (12), on 
trouve, en faisant usage des formules ((12)) de M. Codazzi 

(P- 174), 

/ m 

ce qui exprime que la courbure moyenne de la surface de 
référence est nulle (p. 100)^ donc : 

L enveloppée moyenne d^une congruence isotrope est 
un élassoïde ou alysséïde. 

Ce théorème est de M. Ribaucour (/oc. cit.). 
La recherche des élassoïdes se ramène donc à la recherche 
des réseaux isométriques sur la sphère. 

XVI. — Retour à la méthode de Plûcker. 

Appelons M|, W2> "3, u.s les coordonnées d'une droite 
mobile; ce seront, si l'on veut, les quantités a, ft, /?, q qui 
entrent dans les équations 

(1) X = az-\-py y = bz-{- q 

de cette droite, ou des fonctions de ces quantités^ une équa- 
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lion entre W|, u^t M3, u^ définira un complexe, deux équa- 
tions entre ces mêmes quantités définiront une congruence, 
trois équations définiront une surface réglée. Dans l'un ou 
l'autre de ces trois cas, si l'on considère une droite infini- 
ment voisine de la droite (1), 

(2) X ={a-^ da)z-^p -\-dp, y =(b -h db)z -\-q -i~ dg, 

et si l'on appelle 3 la plus courte distance de ces deux droites, 
dV leur angle, on aura 

a* -h 6* -+- I 

et cette quantité est ce que l'on peut appeler le moment 
élémentaire de la droite (i). Si l'on prend pour variables 
U\i ^21 ^S'i "4î ce moment prend la forme quadratique 

y^ U/y dui duj 
ou les U/y sont des fonctions des u. 



Surfaces gauches. 

Soient maintenant 

(3) P=o, Q = o, R = o 

trois équations en m^, Mo, W3, W4, elles représenteront une 
surface réglée ; si nous égalons à zéro le moment élémentaire, 
l'équation ainsi obtenue 

( 4 ) ^ U/y dui duj = o 

exprimera que la génératrice pour laquelle cette équation 
est satisfaite rencontre la génératrice voisine ou lui est paral- 
lèle; or, en posant 

dP o-^Q R - ^^ 

r / = -r— y Kli = 3 — y Kj = -T— y 

OUi OUi OUi 
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on a 



(5) 



y^ P/ dui = o, ^ Qi dUi = 0, ^ ^1 ^^i — ® • 



Si entre (4) et (5) on élimine les rfw, on trouve 



u„ 


u„ 


Uu 


Un 


Pi 


Q. 


Ri 


u„ 


Usj 


U23 


u„ 


P» 


Q. 


R2 


u,, 


u„ 


Usa 


U34 


P3 


Q3 


R3 


u», 


U4S 


Uv3 


Uu 


P4 


Q» 


R* 


Pi 


Pi 


P3 


P» 











Q. 


Q» 


Q3 


Q* 











R. 


Rî 


R3 


Rv 












— o 



ou 



(6) 



G = 0, 



en désignant par G le premier membre de l'équation précé- 
dente. L'équation G = o, jointe aux équations (3), détermi- 
nera les u des génératrices parallèles aux génératrices voi- 
sines ou rencontrant celles-ci; les génératrices jouissant de 
cette propriété sont dites singulières, mais l'équation G = o 
peut encore être satisfaite pour les génératrices annulant les 

déterminants -ry^ — ^—^ — — que nous considérerons ésralement 

comme singulières. Lorsque toutes les génératrices sont sin- 
gulières, la surface est développable; ainsi, quand on a 

G = o, 

identiquement la surface (3) est développable; cette équa- 
tion peut donc être considérée comme celle des dévelop- 
pables. 

XVII. — Gongrnences. 



Deux équations en W|, «/2, W3, U\ 
(7) P = o, Q=o 

représentent une congruencc, et si l'on égale à zéro le 



L. — Traité d'Analyse, VJI. 



ai 
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moment élémentaire, on obtient une équation 

( 8 ) ^ U,7 dui duj = o, 

qui définitles directions rfw< : €lu2 l du^ l duj^^ dans lesquelles 
il faut se déplacer pour trouver une génératrice située dans le 
même plan que la génératrice «<, M2? "3, ^4* Pour achever de 
déterminer les rapports en question, il faut adjoindre à (8) 
les équations 

(9) 2P/c?m/ = o, ^Q/é/^/ = o; 

ces équations (8) et (9) font connaître deux systèmes de 
valeurs des rapports du^ \ du^ : du^ \ du^. Pour obtenir les 
développables du faisceau, il faut chercher l'équation R = o 
à adjoindre aux équations (-j) pour représenter ces dévelop- 
pables*, on l'obtiendra donc en égalant à zéro le détermi- 
nant G considéré au paragraphe précédent. L'équation 

est une équation en R aux dérivées partielles du premier 
ordre; l'intégrale générale représente les développables du 
faisceau (p. 820). 11 y a aussi une intégrale singulière qui 
représente l'enveloppe des développables en question, c'est- 
à-dire la surface focale. 

Nous avons fait observer que les équations (8), (9) avaient 
deux solutions. Si l'on exprime que ces solutions sont con- 
fondues, on obtiendra la condition pour que les deux foyers 
de la génératrice w<, W2, W3, «/j soient confondus. Pour expri- 
mer que (8), (9) ont une solution double, il faut éliminer les 
du entre (8), (9) et le déterminant fonctionnel de leurs pre- 
miers membres égalé à zéro; au lieu d'égaler ce déterminant 
à zéro, on peut introduire deux nouvelles variables rfX, d^- 
et écrire qu'il existe une même relation linéaire entre les 
éléments d'une même colonne, ce qui fournit les nouvelles 
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équations 



Un dui -h Ui2 dui -\- Ui3 duz -4- U^ duf, -h P, t/)v -i- Qi dix = o, 

( I o ) \ U j 1 dui H- U22 dui -h U23 du3 -h U2V dui, -h P2 ^X -f Q, dii = o, 

U3I dUi -h U32 <fM2 -r- U33 duz -f- U34 Û^Wv -i- P3 dl -+- Q3 d^i = o. 

Or, de (8) et (9), on tire 

(11) ^ ^ ^' ij ^^i ^^J -+- tA ^ P/ <ia/ -h dii\^Qi dui ~ o ; 

ajoutant alors les équations (10) après les avoir multipliées 
parrfz/i, du2', duz et retranchant le résultat de (i i), on trouve 

( I a ) U^i dui -+- U42 dUi -1- U43 du^ -+- 044 du,, -4- P4 tA h- Q4 ^|ji = o. 

De (i i), (12) et (9) on tire, en posant 



H 



u„ 


U,5 


U,3 


u,* 


P, 


Q. 


u„ 


u« 


u„ 


U,v 


Pî 


Q. 


u„ 


u« 


U33 


u„ 


P3 


Qa 


Uv, 


U4, 


U»3 


Uu 


Pv 


Q» 


Pi 


Pî 


p» 


P4 








Q. 


Qî 


Q. 


Q* 









l'équation 

(i3) 



H =0, 



laquelle exprime que les foyers sont confondus. Si H r-i^ o esl 
une identité, les deux surfaces focales de la congruence sonl 
confondues et l'équation H = o déûnit un genre particulier 
de congruences, dans lesquelles les génératrices rencontrent 
la surface focale en trois points confondus et par conséquent 
ont avec la focale un contact du second ordre; la congniencc 
est donc formée des asymptotes de l'indicatrice d'une même 
surface (t. II, p. 4^4) ou des tangentes aux asymptotiques 
d'une même surface. 
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XVIII. — Complexes. 

Une seule équation 

P=o 

entre les coordonnées W4 , W2> "3? «4 représente un complexe ; 
Téquation H = o, considérée tout à l'heure, définit une fonc- 
tion Q telle que Téquation Q = o jointe à P = o détermine 
dans le complexe un lieu de droites qui sont les tangentes 
inflexionnelles d'une surface. Q est déterminé par une équa- 
tion H = o aux dérivées partielles du premier ordre, dont 
on a immédiatement une intégrale complète et par suite 
l'intégrale générale; il y aura donc une infinité de surfaces 
ayant leurs tangentes inflexionnelles parmi les droites du 
complexe. 

Cherchons la condition pour que les droites d'un complexe 
soient tangentes à une même surface 

(i) ^=f{^iy)' 

Soit 

X ^= az -\-pj y = bz -^ q 

une droite du complexe; pour que cette droite touche la sur- 
face, il faut que l'équation 

('2) z=f{az-^p, bz-r-q) 

ait une solution double, c'est-à-dire que l'on ait en même 
temps 

(3) 1= afi{az-^p, bz-\-q)-\-bf>i{az-\-p, bz-\-q)^ 

formule oix fs = -^^ ft^= -—- Éliminons la fonction/; à cet 
effet, différentions (2) en tenant compte de (3), nous aurons 

o = f\{z da ->r dp) -^ /^{z db-h- dq); 
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€elte cqualion se décompose en 

€l en éliminant /^ , y*2 et z entre ces équations et (3), on a 

Telle est Téquation aux dérivées partielles qui exprime que 
les droites du complexe touchent une même surface. Cette 
équation prend la forme 

^àP _^dP dP_ 

^^ da àq dh dp ~^'' 

quand on suppose a, i)/?> ç liés entre eux par une équation 

P(a, ù,py q) = o, 

Téquation (5) s'obtient en égalant à zéro le discriminant de 
la fonction du second degré 

dadq — db dp -^ dCk dP 

relativement aux variables rfa, dby dp, dq, d!X, comme il est 
bien facile de s'en assurer en écrivant ce discriminant et en 
le développant. Si alors on change de variables et si à la 
place de a, 6, /?, q on prend des variables quelconques, 
cette expression deviendra 

^ U/y dui duj -+- dXdP y 

or le nouveau discriminant est égal à l'ancien à un facteur 
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près; la condilion (5) se transforme donc dans la suivante 



(<•>) 



Un 


u„ 


U,3 


Un 


Pi 


u„ 


u„ 


U,3 


Um 


P. 


Uj, 


u« 


Us, 


Ujv 


P3 


Uu 


u„ 


Ut3 


Uu 


P» 


l*i 


Pj 


Pj 


Pi 






= o. 



Mais revenons à Téquation ( 5) : c'est la résultante des équa- 
tions 

da db dp dq 



làV\ /^\ /^\ /^\ 

\ôq) \dp) \dh) \àa) 



= d\, 



d'où l'on tire 

,^ _ dadq — dp db 

^ ^ _^ ^ 

da dq db dp 

L'équation (3) exprime donc que dadq — dp db ou la plus 
courte distance de deux génératrices voisines est nulle ; l'équa- 
tion (6) conduirait aux mêmes conclusions. Si les formules (5) 
et (6) n'ont lieu que pour certaines génératrices, celles-ci 
seront appelées singulières. 

Lorsque les droites d'un complexe sont tangentes à une 
même surface, on peut trouver cette surface comme il suit : 

Soient dx^ dy^ dz les composantes d'un déplacement 
effectué sur la surface au point x^y, z, on devra avoir 

dx _ dy _ dz 
a ~ b ~' I ' 

X =^ az -hp, y = bz-\- q, P = o. 

L'élimination de a, 6,/?, q entre ces équations fournira une 
équation entre rf^r, dy^ dz, de la forme 



^{dx, dy, dzy z dy — y dz^ z dx — x dz) = o, 
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homogène par rapport à rf^, dy^ dz, zdy — ydz, zdx — xdz, 
ou plus exactement 

p / dx dy z dy — y dz z d^ — x dz\ ^ 
\dz^ dz' dz ' dz / 

SI la surface tangente au complexe existe, on devra pouvoir 
tirer dz de là en fonction linéaire de dx et dy, et z sera 
fourni par une équation aux difl'érentielles totales; la solution 
renfermera une constante arbitraire que Ton déterminera en 
exprimant que les droites du complexe sont bien tangentes à 
la surface trouvée. 

Si, par exemple, on suppose 

p =(ap-h bqy-~(a^ -t- 6^ -h i)(/?2 -+- grs _ i), 

Téquation iji = o se réduit à 

{x dx -\- y dy -4- s g?^)^ = o, 

d'où l'on tire x'^ -hy^ -\- z- = const., et, pour satisfaire à la 
question, i[ faut prendre la constante égale à un. 

L'équation (6) a, je crois, été trouvée par M. Kœnigs; elle 
se trouve démontrée dans sa Thèse. 

Toutes les droites d'une congruence sont tangentes à deux 
surfaces; par conséquent on peut les considérer comme 
appartenant à deux complexes formés des droites tangentes 
à une même surface. Donc : 

Toute congruence peut être représentée par deux équa- 
tions L = o, M = o représentant deux complexes de droites 
tangentes à une même surface. 

Parmi les droites d^ un complexe, on peut toujours 
trouver des congruences normales à une même surface. 

En effet, si nous considérons une droite 

x=^az-{-py y=bz-hqj 

et si nous exprimons qu'elle est normale à la surface décrite 
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par le point x^ y, z^ il faudra que 

adx -\- b dy H- c?5 = o ; 

or les équations de la droite différentiées donnent 

dx — a dz -^ z da -{- dp^ dy — b dz -^ z db -\- dq, 

et en portant ces valeurs de dx et dy dans l'équation précé- 
dente 

c?>s ( a' -4- 6* -^ 1 ) -- adp -^ b dq = o. 

Si Ton suppose que la droite engendre une congruence, pour 
que la surface normale existe, il faut que la valeur de dzj 
tirée de là, soit une différentielle exacte, ou que 

d a ^ ^ _ 

dq a*-4- 62-t-i " ôp a^-^ 6« H- i ~~ ' 

OU que 

/ • ,o Jàa db\ (da da\ ^fdb db\ 

Supposons les équations de la congruence de la forme 

P-o, Q=o; 
en introduisant dans l'équation précédente, à la place de -r— » 
) ' A~'^ à~^ ^^^ dérivées partielles de P et Q, on a 

= a T^IPlQj __ ^liVQ)] , 6 r ^(p> Q) __ ^(P, Q) 1 

là{b,p) d{b,q)] là(a.p) d{a,q)y 

Si l'on considère alors un complexe P = o, cette équation 
fera connaître l'équation Q = o du complexe qui déterminera 
dans celui-ci une congruence de droites normales à une 
même surface. On voit qu'il existera une infinité de faisceaux 
normaux à une même surface parmi les droites d'un com- 
plexe. 
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XIX. — Application de la théorie des complexes à Tintégration 

des équations aux dérivées partielles. 

Soit/? = j-y Ç = 1-^^^ dérivées de la fonction z par rap- 
port à ;r et y, l'équation aux dérivées partielles du premier 
ordre 

peut être considérée comme l'équation d'un complexe, pourvu 
que Ton y joigne l'équation 

(2) dz =pda; -{- qdy. 

. En effet, on peut regarder :r, ^, z comme les coordonnées 
d'un point de l'espace, et /?, y, — i comme les coefficients 
directeurs d'un plan passant par ce point; à chaque pointer, 
J'y Z correspondront une infinité de plans 

(3) Z-z=p{X-x)-^-q(Y-y) 

qui, en vertu de (i), envelopperont un cône; les génératrices 
de ce cône, quand on fera varier :r, y, ^, engendreront un 
complexe. Pour avoir une génératrice du cône en question, 
il faudra chercher la caractéristique du plan (3) et pour cela 
differentier son équation en laissant x^ y, z constants, ce 
qui donnera 

(4) dp(X-x)^dq{Y-y) = o; 

d'ailleurs dp et dq s'obtiendront en differentiant (i), en lais- 
sant aussi :r, jK) z constants, ce qui donne 

(5) àldp + ^^dq=0. 

En éliminant dp et dq de (3), (4), (5), on déduit les équa- 
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lions d'une droite du complexe 



(6) X-T_y~y_ Z-z 



dp dq ^ dp ^ oq 



dans lesquelles x^y^ z, /?, q sont liés non seulement par la 
relation (i), mais encore par la relation finie que l'on sup- 
pose exister entre x.y, z en vertu de la relation (2). Nous 
sommes en présence du complexe des tangentes à une même 
surface, et l'intégration de l'équation (i) revient à la recherche 
de cette surface. 

Pour trouver la surface en question, cherchons d'abord 
une courbe tangente à une série de droites du complexe; il 
faudra pour cela exprimer que les composantes dx, dy, dz 
de l'élément de courbe sont proportionnelles aux coefficients 
directeurs d'une droite (6) du complexe et l'on aura 



* dv _ dy _^ dz 

dp dq ^ dp dq 



ce sont les équations différentielles des courbes cherchées, 
et par chaque point x^^ y^, Zq passe une de ces courbes. Il 
est évident qu'un lieu de ces courbes sera une surface répon- 
dant à la question. 

[Il est à remarquer que l'équation {i)pdx H- q dy = dz se 
déduit de (7), de sorte que si /? el q étaient connus on en 
déduirait le lieu de nos courbes par une seule intégration]. 
Mais p el q étant inconnus, ces équations (7) ne peuvent 
suffire au calcul de x eiy en fonction de z. Or, considérons 
les courbes conjuguées de celles que nous venons de trouver 
sur la surface cherchée; pour que deux déplacements 8j?, 5^, 
^z et dx, dy^ dz soient conjugués, on sait que l'on doit 
avoir 

r ^x dx -\- s{^x dx -\- ^y dy) -^ toy dy —o 
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OU, si l'on veut, 

( 8 ) ^p dx -^Zq dy = o, 

( 9 ) Zx dp -\-Zy dq — o\ 

mais on a, en différenliant (i), 
Or (8), en vertu de (7) donne, 



(10) se réduit alors à 
ou, en vertu de (9), à 



, ^ .dx^dz) dy ^ dz 
("^ d-p = dq ' 

cette équalion, jointe à (i) et à (7), déterminera les courbes 
cherchées, en vertu de Téquation obtenue en différentiant ( i ), . 
à savoir 

le système (7), (i i) peut s'écrire 

dx _ dy _ dz dp dq 

^ ~ ¥ " r^TT^ " ~ ^ " ~ ^' 

dp dq ^ dp ^ dq dp dq 

Ces équations font connaître /?, q et les équations des courbes 
cherchées. En effet, supposons-les intégrées et soient 

^i(^» y^ ^1 ^0, yoy ^0, Pi Çi P01 ^0) = o, 



leurs quatre intégrales, obtenues en faisant intervenir Téqua- 
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tion (i); réiimination de p et q fournira les courbes cher- 
chées sous la forme 

^ i^y Xi ^y ^0, yoy Zq, Po, Ço) = Of 

6| = o. 

Si entre ces équations et 

/(^Ofyo,^o,po,qo)=o 

on élimine /?o et Çq, on aura une solution de la question ; c'est 
la solution complète, il est clair qu'on en aura une autre en 

posant Zo=='U5(yo) et qQZ=~ — et en éliminant toutes les 
constantes. 



XX. — Note historique sur la théorie des droites. 

La théorie des congruences a été créée par Monge, qui a 
fait connaître leur propriété fondamentale (Mémoir^es de 
r Académie des Sciences pour 1781) et la théorie des nor- 
males à une même surface (Application d^ Analyse et de 
Géométrie, Théorie des déblais et des remblais). La théorie 
des complexes a été créée par Malus en 1807. Voici la liste des 
travaux que Ton peut consulter sur la théorie des droites. 

Hamilton \Theory of Systems ofrays (Irish Acad. Trans- 
actions, t. XV, XVI, XVII)]; Kummer [Nouv, Annales 
de Mathém,, 1860-61-62); Pliicker {Neiie Géométrie des 
Raumes, Leipzig, 1869); Ysle\n{Math. Annalen, t. IletV); 
Picard (Thèse); Kœnigs (Thèse, 1882); Ribaucour (Mé- 
moire couronné par l'Académie de Belgique, déjà cité); 
Genty [Mémoire où la théorie des complexes est établie à 
Faide du Calcul des quaternions {Journal de Mathém, pures 
et appliquées, t. VIII, 3^ série, 1882)]; Léauté (Thèse). 
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EXERCICES ET NOTES. 

i. Deux équations de la forme suivante où a, b sont des para- 
mètres arbitraires 

cp(a7, y, z, a, b)^ o, ^{x, 7, z, a, b)~o 

représentent une congruence de courbes. 

2. Les courbes d'une congruence peuvent être associées de manière 
à former des surfaces passant par une même courbe (c); il existe 
sur (c) un certain nombre de points pour lesquels les surfaces en 
question ont le même plan tangent. Ces points sont dits points 
focaux. Le lieu des points focaux est la surface focale. 

3. Si l'on assemble les courbes d'une congruence de manière 
qu'elles aient une enveloppe, cette enveloppe fera partie de la sur- 
face focale. 

4. Les courbes d'une congruence touchent la surface focale. 



Conclusion. 

Je crois devoir terminer ici ce que j'appellerai la partie 
didactique de l'Analyse. 

Qu'il me soit permis maintenant de remercier M. Cour- 
celles, qui a bien voulu me prêter son gracieux concours pour 
la correction des épreuves des derniers Volumes, et surtout 
MM. Gauthier-Villars, sans l'aide desquels je n'aurais jamais 
pu mener à bonne fin la publication de mon Travail. 
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